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UN RÉSULTAT DE CONVERGENCE D’ORDRE DEUX

EN TEMPS POUR L’APPROXIMATION DES ÉQUATIONS

DE NAVIER–STOKES PAR UNE TECHNIQUE DE PROJECTION

INCRÉMENTALE

Jean-Luc Guermond
1

Abstract. The Navier–Stokes equations are approximated by means of a fractional step, Chorin–
Temam projection method; the time derivative is approximated by a three-level backward finite dif-
ference, whereas the approximation in space is performed by a Galerkin technique. It is shown that
the proposed scheme yields an error of O(δt2 + hl+1) for the velocity in the norm of l2(L2(Ω)d), where
l ≥ 1 is the polynomial degree of the velocity approximation. It is also shown that the splitting error
of projection schemes based on the incremental pressure correction is of O(δt2) independent of the
approximation order of the velocity time derivative.

Résumé. Les équations de Navier–Stokes sont approchées en temps par une schéma de différentiation
rétrograde d’ordre deux et une technique de pas fractionnaire du type projection de Chorin–Temam ;
l’approximation spatiale est réalisée par une technique de Galerkin. On montre qu’en temps fini, le
schéma est d’ordre O(δt2 + hl+1) pour la vitesse dans la norme l2(L2(Ω)d), où l ≥ 1 est le degré
polynomial d’approximation de la vitesse. On montre aussi que l’erreur de fractionnement des schémas
de projection basés sur une correction de pression incrémentale est d’ordre O(δt2), que l’approximation
de la dérivée temporelle de la vitesse soit d’ordre un ou d’ordre deux.
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1. Introduction

Les techniques de projection sont largement utilisées pour approcher en temps les équations de Navier–Stokes.
Ces techniques introduites par Chorin [7, 8] et Temam [21] sont basées sur une marche en temps fractionnaire
qui sépare le problème de convection–diffusion de la contrainte d’incompressibilité. À chaque pas de temps, la
vitesse déduite du sous-pas de convection–diffusion est projetée sur l’espace des champs de vecteurs à divergence
nulle et à trace normale nulle à la frontière du domaine. Une analyse détaillée de la convergence en temps
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de l’algorithme original a été faite par Rannacher [19]. Il est montré dans [19] que l’erreur en temps est d’ordre
δt1/2 pour la vitesse (resp. la pression ) en norme l∞(H1(Ω)d) (resp. l∞(L2(Ω))). Toutefois, en considérant des
normes plus faibles, l’erreur sur la vitesse (resp. pression) est enO(δt) en norme l∞(L2(Ω)d) (resp. l∞(H−1(Ω))).

De nombreuses variantes de cet algorithme ont été proposées pour en améliorer l’ordre de convergence,
voir e.g. Quartapelle [17] pour une revue de ces techniques. La version qui nous intéresse ici est la version
incrémentale, qui consiste à rendre explicite la pression à l’étape de convection–diffusion et à calculer l’incrément
de pression à l’étape de projection. Ce schéma proposé par Goda [10] a été analysé par Van Kan [22] dans le
cadre d’une approximation MAC. Il est montré dans [22] que l’erreur en temps de la version incrémentale où
l’équation de convection–diffusion est approchée par un schéma de Crank–Nicolson est effectivement d’ordre
deux, mais l’analyse est formelle et conduit à une majoration de l’erreur en temps par c(h)δt2, où c(h) est
une constante qui dépend du paramètre de discrétisation spatiale et c(h) → +∞ lorsque h → 0 (typiquement
c(h) = O(1/h2)).

Dans cet article on analyse un schéma de projection incrémental basé sur une approximation par différentia-
tion rétrograde d’ordre deux pour la dérivée en temps et une technique de Galerkin pour l’approximation en
espace. L’analyse de convergence en temps et en espace du schéma fournit une erreur en c(δt2 + hl+1) pour la
vitesse en norme l2(L2(Ω)d), où la constante c ne depend ni de h ni de δt. L’entier l ≥ 1 est le degré polynomial
d’approximation de la vitesse. En norme l∞(L2(Ω)d) on donne une estimation en O(δt7/4 + hl+1). Cet article
est divisé en quatre parties. Les notations, les définitions et l’algorithme de projection sont présentés dans la
section 2. Des résultats préliminaires de convergence à l’ordre un en temps sont donnés dans la section 3. Le
résultat principal de convergence à l’ordre deux en temps est énoncé et démontré dans la section 4. On donne fi-
nalement dans la section 5 une estimation de l’erreur de fractionnement pour le schéma basé sur l’approximation
d’Euler rétrograde. Le résultat remarquable de cette section est que l’erreur de fractionnement est d’ordre deux
(dans les normes appropriées) alors que le schéma est d’ordre un.

2. Position du problème

2.1. Hypothèses et notations

Soit Ω un ouvert borné et connexe de Rd (d ≤ 3) dont la frontière est régulière. Plus précisement on suppose
que Ω est suffisament régulier pour que l’opérateur de Stokes possède les propriétés de régularisation habituelles
(cf. les estimations de Cattabriga [6] ou Amrouche et Girault [1]).

Le domaine Ω est supposé rempli d’un fluide incompressible obéissant aux équations de Navier–Stokes

P



∂u

∂t
−∆u+ (u ·∇)u+∇p = f dans Ω× (0, T ),

∇· u = 0 dans Ω× (0, T ),

u = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

u = u0 sur Ω× {0},

(2.1)

où f est un champ de force donné et u0 est un champ de vecteur solénoidal à trace normale nulle.
Par la suite on adopte les notations habituelles pour les espaces de Sobolev réels : W s,p(Ω), 0 ≤ s < ∞,

0 ≤ p ≤ ∞ et on note ‖ · ‖s,p et | · |s,p les normes et semi-normes correspondantes. Le complété pour la norme
‖ · ‖s,p de l’espace des fonctions C∞ à support compact dans Ω est noté W s,p

0 (Ω). Pour simplifier, l’espace de
Hilbert W s,2(Ω) (resp. W s,p

0 (Ω)) est noté Hs(Ω) (resp. Hs
0(Ω)) ; les normes et semi-normes correspondantes

sont notées ‖ · ‖s et | · |s ; le dual de Hs
0(Ω) est noté H−s(Ω). Le sous-espace de L2(Ω) des fonctions à moyenne

nulle est noté L2
0(Ω).
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2.2. L’approximation spatiale

Afin de construire une approximation de Galerkin de (2.1) on introduit (Xh,Mh) une approximation mixte
de (H1

0(Ω)d,L2
0(Ω)). On suppose par la suite que cette approximation vérifie les propriétés suivantes (cf. e.g.

Bernardi–Raugel [3], Girault–Raviart [9], ou bien Quarteroni–Valli [18]) :
Il existe l ∈ N, l ≥ 1 et c > 0 tels que pour tout r ∈ [0, l]

inf
vh∈Xh

{‖v − vh‖0 + h‖v − vh‖1} ≤ ch
r+1‖v‖r+1, ∀v ∈ Hr+1(Ω)d ∩H1

0(Ω)d,

inf
vh∈Xh

‖v − vh‖1,p ≤ ch
r‖v‖r+1,p, 2 ≤ p ≤ ∞, ∀v ∈W r+1,p(Ω)d ∩H1

0(Ω)d.
(2.2)

Il existe c > 0 tel que pour tout r ∈ [0, l] et tout q in Hr(Ω) ∩ L2
0(Ω),

inf
qh∈Mh

‖q − qh‖0 ≤ ch
r‖q‖r. (2.3)

Enfin, il existe c > 0 tel que pour tout vh dans Xh, on a :

‖vh‖n,p ≤ ch
m−n+ d

p−
d
q ‖vh‖m,q, 0 ≤ m ≤ n ≤ 1, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. (2.4)

 ‖vh‖0,∞ ≤ c(1 + | logh−1|)1/2‖vh‖1,2, en dimension 2,

‖vh‖0,∞ ≤ ch−1/2‖vh‖1,2, en dimension 3.
(2.5)

Remarque 2.1. Les éléments finis Pl/Pl−1 avec 2 ≤ l satisfont ces hypothèses. L’entier l est le degré polynomial
de l’approximation de la vitesse et la pression est approchée par des polynomes de degré l−1. Pour les éléments
finis P1-iso-P2/P1 et P1-bulle/P1 ces hypothèses sont vérifiées avec l = 1 ; cf. [9] pour d’autres exemples.

Afin de simplifier l’écriture des formulations variationnelles, on introduit le laplacien discret Ah : Xh −→ X ′h
tel que pour tout (uh, vh) ∈ Xh × Xh, (Ahuh, vh) = (∇uh,∇vh). De plus on note πh : H−1(Ω)d −→ X ′h
l’opérateur tel que (πhf, vh) = 〈f, vh〉 pour tout f ∈ H−1(Ω)d et tout vh ∈ Xh.

Pour représenter le terme de convection on introduit la forme trilinéaire :

∀ (u, v, w) ∈
[
H1

0(Ω)d
]3
, d(u, v, w) = ((u ·∇)v, w) +

1

2
(∇· u, v · w), (2.6)

où u · v désigne le produit scalaire euclidien dans Rd. Cette forme trilinéaire cöıncides avec la forme habituelle
(u ·∇v, w) lorsque u est à divergence nulle. En utilisant l’inégalité de Hölder et quelques inégalités de Sobolev
classiques (cf. eg. Brezis [4]), on obtient les inégalités suivantes, souvent utilisées par la suite : max(d(u, v, w), d(v, u, w)) ≤ c (‖u‖0,∞ + ‖u‖1,3) ‖v‖0,2 ‖w‖1,2,

max(d(u, v, w), d(v, u, w)) ≤ c‖u‖0,2 (‖v‖0,∞‖w‖1,2 + ‖v‖1,2‖w‖0,∞) .
(2.7)

Rappellons que les inégalités d’interpolation de Gagliardo–Nirenberg [4] fournissent la majoration très utile :

‖u‖0,∞ + ‖u‖1,3 ≤ c‖u‖
1/2
1,2 ‖u‖

1/2
2,2 . (2.8)

L’opérateur de convection discretDh : Xh×Xh −→ X ′h est défini par (Dh(uh, vh), wh) = d(uh, vh, wh). La forme
trilinéaire d étant anti-symétrique par rapport à la deuxième et la troisième variable (d(u, v, w) = −d(u,w, v)),
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le produit scalaire (Dh(uh, vh), vh) est nécessairement nul ; l’opérateur Dh(uh, ·) est donc monotone. Cette
propriété reproduit au niveau discret une propriété bien connue de la forme continue dès que u est à divergence
nulle et à trace normale nulle.

Enfin, on introduit la divergence discrète Bh : Xh −→ Mh et le gradient discret (l’opérateur transposé)
Bt
h : Mh −→ X ′h de telle sorte que pour tout couple (vh, qh) de Xh ×Mh on ait (Bhvh, qh) = (vh, B

t
hqh) =

−(∇·vh, qh). On suppose par la suite que Bh est surjectif ; c’est-à-dire que l’approximation mixte vérifie la
condition de Babǔska–Brezzi [2, 5] :

∃c > 0, inf
qh∈Mh

sup
vh∈Xh

(Bhvh, qh)

‖vh‖1‖qh‖0
≥ c. (2.9)

Pour découpler la contrainte d’incompressibilité du problème d’évolution temporelle, on introduit comme dans
Guermond [11,12] un prolongement de Bh. On se donne Yh un sous-espace de dimension finie de L2(Ω)d et on
suppose que Xh ⊂ Yh. L’injection de Xh dans Yh est notée ih ; le transposé de ih est la projection L2 de Yh sur
Xh. On suppose que Yh et Mh sont compatibles au sens suivant : ou bien Yh ⊂ Hdiv

0 (Ω) ou bien Mh ⊂ H1(Ω).
Par exemple, le choix trivial est Yh = Xh, mais on peut aussi poser Yh = Xh +∇Mh dès que Mh ⊂ H1(Ω) (le
lecteur est renvoyé à Guermond [11] pour une revue détaillée des différents choix de Yh). On définit maintenant
Ch : Yh −→Mh tel que pour tout (vh, qh) dans Yh ×Mh, ou bien (Chvh, qh) = −(∇· vh, qh) si Yh ⊂ Hdiv

0 (Ω) ou
(Chvh, qh) = (vh,∇qh) si Mh ⊂ H1(Ω). On montre alors que Ch est un prolongement de Bh :

Chih = Bh, ithC
t
h = Bt

h. (2.10)

Ch est surjectif car c’est le prolongement d’un opérateur surjectif. Par la suite on note Hh = kerCh, Vh = kerBh
et on introduit PHh : Yh −→ Hh la projection L2 de Yh sur Hh. L’opérateur Ch possède la propriété de stabilité
suivante

Proposition 2.1. Soient qh ∈Mh, q ∈ H1(Ω) et c0 > 0 tels que ‖q− qh‖0 ≤ c0h‖q‖1 ; alors il existe c(c0) > 0
tel que ‖Ct

hqh‖0 ≤ c(c0)‖q‖1.

2.3. L’algorithme de projection

Pour un temps fini T > 0 donné et un entier K ≥ 2, on définit δt = T/K et on introduit t0, t1, . . . , tK une
partition de l’intervalle [0, T ] de telle sorte que tk = k δt pour 0 ≤ k ≤ K. Pour toute fonction continue du
temps, φ(t), on note φk = φ(tk) et on introduit l’opérateur δtφ

k = φk − φk−1 et la convention δttφ
k = δt(δtφ)k.

On construit maintenant deux suites de vitesses approchées {ũkh ∈ Xh}, {ukh ∈ Yh} et une suite de pressions
approchées {pkh ∈ Mh}. On suppose données û0

h ∈ Vh, û1
h ∈ Vh et p̂1

h ∈ Mh des approximations de u|t=0,
u|t=δt et p|t=δt. Noter que p|t=δt n’est pas une donnée mais se déduit de u|t=δt dès que u(t) est suffisamment
régulier au voisinage de t = 0. On suppose que toutes les conditions de compatibilité requises par la régularité
demandée sont satisfaites (cf. eg. Heywood–Rannacher [16] pour les détails sur cette question, et cf. Guermond–
Quartapelle [13,14] pour une technique alternative si la régularitée en t = 0 n’est pas satisfaite). On peut obtenir
û1
h et p̂1

h par différentes techniques (un pas de Crank-Nicolson, un pas de Runge-Kutta implicite, ...) dont on
ne discutera pas ici.

Pour k = 0, 1 on pose ukh = ũkh = ûkh et pour k = 1 on pose p1
h = p̂1

h. Pour 1 ≤ k ≤ K − 1 on note

fk+1
h = πhf

k+1 et on cherche ũk+1
h dans Xh tel que :

3ũk+1
h − 4ithu

k
h + ithu

k−1
h

2δt
+Ahũ

k+1
h +Dh(2ũkh − ũ

k−1
h , ũk+1

h ) = fk+1
h −Bt

hp
k
h. (2.11)
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On cherche ensuite uk+1
h dans Yh et pk+1

h dans Mh tel que
3uk+1

h − 3ihũ
k+1
h

2δt
+ Ct

h(pk+1
h − pkh) = 0,

Chu
k+1
h = 0.

(2.12)

Remarque 2.2. En pratique les vitesses projetées ukh et uk−1
h sont éliminées de l’algorithme en remplacant

leurs valeurs déduites de l’étape de projection (2.12) et en utilisant la relation ithC
t
h = Bt

h (cf. [11–14]). Pour
k ≥ 3, la forme variationnelle de l’étape de convection–diffusion s’écrit(

3ũk+1
h − 4ũkh + ũk−1

h

2δt
, vh

)
+ (∇ũk+1

h ,∇vh) + d(2ũkh − ũ
k−1
h , ũk+1

h , vh)

−
1

3
(7pkh − 5pk−1

h + pk−2
h ,∇·vh) = (fk+1, vh), ∀vh ∈ Xh,

(2.13)

et l’étape de projection se réduit à la détermination de la pression en résolvant :

ChC
t
h(pk+1

h − pkh) =
3Bhũ

k+1
h

2δt
· (2.14)

Pour le calcul de ũ3
h il suffit d’éliminer u2

h et pour le calcul de ũ2
h aucune vitesse n’est à éliminer puisque u1

h et

u0
h sont connues. Remarquer qu’à l’étape de convection–diffusion le terme de pression (7pkh − 5pk−1

h + pk−2
h )/3

peut s’écrire 2pkh − p
k−1
h + (pkh − 2pk−1

h + pk−2
h )/3 ; c’est-à-dire que ce terme est formellement une extrapolation

d’ordre deux.

Remarque 2.3. Si on choisit Mh ⊂ H1(Ω) et Yh = Xh+∇Mh, alors Ct
h est la restriction de∇ à Mh (cf. [11–14])

et le calcul de la pression à l’étape de projection s’écrit sous la forme variationnelle classique suivante : trouver
pk+1
h dans Mh tel que

(∇(pk+1
h − pkh),∇qh) = −

3(∇· ũk+1
h , qh)

2δt
, ∀qh ∈Mh, (2.15)

et uk+1
h est directement donné par

uk+1
h = ũk+1

h −
2δt

3
∇(pk+1

h − pkh). (2.16)

3. Estimations d’ordre un en temps

3.1. Préliminaires

Pour un espace de Banach donné W on note Lp(W ) l’espace Lp(0, T ;W ). On note lp(W ) l’espace
{(w0, ..., wK) ;wk ∈W, 0 ≤ k ≤ K} muni de la norme :

‖w‖lp(W ) =

(
δt

K∑
k=0

‖wk‖pW

)1/p

, pour 1 ≤ p <∞,

‖w‖l∞(W ) = max
0≤k≤K

‖wk‖W .

(3.1)
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On définit une approximation de u(t) et p(t) comme suit. Pour tout t ∈ [0, T ], on note (wh(t), qh(t)) ∈ Xh×Mh

la solution du problème de Stokes discret : (∇wh(t),∇vh) + (Bt
hqh(t), vh) = (∇u(t),∇vh)− (p(t),∇· vh), ∀vh ∈ Xh,

(Bhwh(t), rh) = −(∇· u(t), rh), ∀rh ∈Mh.

(3.2)

Grâce aux propriétés régularisantes de l’opérateur de Stokes dans les domaines réguliers, on montre l’estimation
suivante :

Lemme 3.1. Si u(j) ∈ Lβ(H l+1(Ω)d ∩ H1
0(Ω)d), p(j) ∈ Lβ(H l(Ω)) pour 1 ≤ β ≤ ∞ et j = 0, 1, . . . , alors il

existe c > 0 tel que

‖u(j) − w(j)
h ‖Lβ(L2(Ω)d) + h

[
‖u(j) − w(j)

h ‖Lβ(H1(Ω)d) + ‖p(j) − q(j)
h ‖Lβ(L2(Ω))

]
≤ chl+1

[
‖u(j)‖Lβ(Hl+1(Ω)d) + ‖p(j)‖Lβ(Hl(Ω))

]
.

(3.3)

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 3.2. Si pour j entier 1 ≤ β ≤ ∞, u(j) ∈ Lβ(H2(Ω)d ∩ H1
0(Ω)d) et p(j) ∈ Lβ(H1(Ω)), alors il existe

c > 0 tel que

‖w(j)
h ‖Lβ(W0,∞(Ω)d∩W1,3(Ω)d) + ‖Ct

hq
(j)
h ‖Lβ(L2(Ω))

≤ c
[
‖u(j)‖Lβ(H2(Ω)d) + ‖p(j)‖Lβ(H1(Ω))

]
.

(3.4)

3.2. Estimation d’ordre un sur la vitesse

Par la suite on utilise les notations suivantes pour représenter les erreurs :
η(t) = u(t)− wh(t), µ(t) = p(t)− qh(t),

ekh = wh(tk)− ukh, ẽkh = wh(tk)− ũkh,

εkh = qh(tk)− pkh.

(3.5)

Les fonctions η(t) et µ(t) se comportent comme des erreurs d’interpolation alors que les fonctions ekh, ẽkh et εkh
sont des erreurs d’approximation. On fait les hypothèses suivantes :

(H1) max(‖e0
h‖0, ‖e

1
h‖0) ≤ chl+1, ‖ε1h‖1 ≤ c.

(H2) u est dans W 1,∞(H1
0(Ω)d ∩H l+1(Ω)d),

utt ∈ L∞(L2(Ω)d), uttt ∈ L∞(H1(Ω)d),
p est dans W 1,∞(H l(Ω)),
pttt ∈ L∞(L2(Ω)).

Remarque 3.1. En fait, pour obtenir l’ordre 1 en temps, les hypothèses sur les dérivées troisièmes sont inutiles,
on pourrait les remplacer par utt ∈ L2(H1(Ω)d) et ptt ∈ L2(L2(Ω)).
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Un premier résultat de convergence est donné par

Théorème 3.1. Dans le cadre des hypothèses (H1–H2), la solution de l’algorithme de projection (2.11)–(2.12)
satisfait les estimations :

‖u− uh‖l∞(L2(Ω)d) + ‖u− ũh‖l∞(L2(Ω)d) ≤ c(h
l+1 + δt), (3.6)

‖u− ũh‖l2(H1(Ω)d) ≤ c(h
l + δt). (3.7)

Preuve. La preuve s’inspire des mêmes idées que dans Guermond–Quartapelle [15], on ne rappelle donc ici que
les étapes spécifiques à la différentiation rétrograde d’orde deux.

Étape 1. On établit d’abord les équations qui contrôlent les erreurs. L’approximation (wh(t), qh(t)) de la solution
du problème (2.1) satisfait au temps tk+1 l’équation :

3wk+1
h − 4wkh + wk−1

h

2δt
+ Ahw

k+1
h +Bt

hq
k+1
h

= fk+1
h + πh[Rk+1

0 −D(uk+1, uk+1)],

Bhw
k+1
h = 0,

(3.8)

où la forme linéaire D(u, v) est définie par 〈D(u, v), w〉 = d(u, v, w) et le reste Rk+1
0 est défini par

Rk+1
0 =

3wk+1
h − 4wkh + wk−1

h

2δt
− uk+1

t .

On obtient l’équation contrôlant ẽk+1
h en soustrayant (2.11) à (3.8) :

3ẽk+1
h − 4ithe

k
h + ithe

k−1
h

2δt
+Ahẽ

k+1
h = −Bt

hψ
k
h + πh[Rk+1

0 +Rk+1
nl ], (3.9)

où on a posé ψkh = qk+1
h − pkh = δtq

k+1
h + εkh et le reste non linéaire est défini par

〈Rk+1
nl , vh〉 = −d(uk+1, uk+1, vh) + d(2ũkh − ũ

k−1
h , ũk+1

h , vh).

D’autre part, en utilisant le fait que wk+1
h est dans Xh, Bhw

k+1
h = 0 et Ch est un prolongement de Bh, on

obtient le système qui contrôle ek+1
h et εk+1

h
3ek+1
h − 3ihẽ

k+1
h

2δt
+ Ct

h(εk+1
h − ψkh) = 0,

Che
k+1
h = 0.

(3.10)

Étape 2. On multiplie (3.9) par la fonction test 4δtẽk+1
h . En utilisant la relation :

2(ak+1, 3ak+1 − 4ak + ak−1) = |ak+1|2 + |2ak+1 − ak|2 + |δttak+1|
2

−|ak|2 − |2ak − ak−1|2,
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pour le premier terme on déduit :

2(ẽk+1
h , 3ẽk+1

h − 4ithe
k
h + ithe

k−1
h ) = 2(ẽk+1

h , 3ek+1
h − 4ekh + ek−1

h ) + 6(ẽk+1
h , ẽk+1

h − ek+1
h )

= 2(ẽk+1
h − ek+1

h , 3ek+1
h − 4ekh + ek−1

h )

+ 2(ek+1
h , 3ek+1

h − 4ekh + ek−1
h )

+ 3‖ẽk+1
h ‖20 + 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20 − 3‖ek+1

h ‖20

= ‖ek+1
h ‖20 + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
0 + ‖δtte

k+1
h ‖20

− ‖ekh‖
2
0 − ‖2e

k
h − e

k−1
h ‖20

+ 3‖ẽk+1
h ‖20 + 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20 − 3‖ek+1

h ‖20,

où on a utilisé le fait que ẽk+1
h − ek+1

h est dans im(Ct
h) et 3ek+1

h − 4ekh + ek−1
h est dans ker(Ch) par construction.

En notant α la constante telle que α‖v‖21 ≤ ‖∇v‖
2
0 pour tout v dans H1

0(Ω)d, on obtient l’inégalité :

−2‖ek+1
h ‖20 + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
0 + ‖δtte

k+1
h ‖20 + 3‖ẽk+1

h ‖20 + 3‖ẽk+1
h − ek+1

h ‖20 + 4αδt‖ẽk+1
h ‖21

≤ ‖ekh‖
2
0 + ‖2ekh − e

k−1
h ‖20 − 4δt(ẽk+1

h , Bt
hψ

k
h)

+ 4δt〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , ẽk+1
h 〉.

Le contôle du residu est classique :

4δt〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , ẽk+1
h 〉 ≤ γ‖ẽk+1

h ‖21 + c1δt(δt
2 + hl+1)2

+ c2δt
(
‖ẽkh − e

k
h‖

2
0 + ‖ẽk−1

h − ek−1
h ‖20 + ‖ekh‖

2
0 + ‖ek−1

h ‖20
)
,

où γ est une constante qu’on peut choisir suffisamment petite ; les constantes c1 et c2 dépendent linéairement
de 1/γ, ‖u‖L∞(Hl+1), ‖ut‖L∞(Hl+1), ‖p‖L∞(Hl), ‖pt‖L∞(Hl), ‖utt‖L∞(L2), ‖uttt‖L∞(H1) et ‖pttt‖L∞(L2).

On obtient un contrôle sur 4δt(ẽk+1
h , Bt

hψ
k
h) en multipliant (3.10) par 4δtCt

hψ
k
h.

4δt(ẽk+1
h , Bt

hψ
k
h) =

4

3
δt2‖Ct

hε
k+1
h ‖20 −

4

3
δt2‖Ct

hψ
k
h‖

2
0 − 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20

=
4

3
δt2‖Ct

hε
k+1
h ‖20 −

4

3
δt2‖Ct

hε
k
h + δtq

k+1
h ‖20 − 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20

≥
4

3
δt2‖Ct

hε
k+1
h ‖20 −

4(1 + δt)

3
δt2‖Ct

hε
k
h‖

2
0

−
4(1 + δt)

3δt
δt2‖Ct

hδtq
k+1
h ‖20 − 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20

≥
4

3
δt2‖Ct

hε
k+1
h ‖20 −

4(1 + δt)

3
δt2‖Ct

hε
k
h‖

2
0 − cδt

3 − 3‖ẽk+1
h − ek+1

h ‖20.

La constante c est proportionnelle à ‖ut‖L∞(H2) + ‖pt‖L∞(H1). Noter que c’est à ce niveau seulement qu’une

erreur de consistance d’ordre δt est introduite. Cette erreur provient du fait que ψkh n’est pas égal à εkh mais est

égal à εkh + δtq
k+1
h ; i.e. ψkh = εkh +O(δt).

En multipliant (3.10) par ek+1
h on obtient

3‖ek+1
h ‖20 + 3‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20 − 3‖ẽk+1

h ‖20 = 0.
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En sommant toutes ces estimations on obtient

‖ek+1
h ‖20 + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
0 +

4

3
δt2‖Ct

hε
k+1
h ‖20 + ‖δtte

k+1
h ‖20

+ 3‖ẽk+1
h − ek+1

h ‖20 + (4α− γ)δt‖ẽk+1
h ‖21

≤ ‖ekh‖
2
0 + ‖2ekh − e

k−1
h ‖20 +

4

3
δt2‖Ct

hε
k
h‖

2
0

+c1δt

(
‖ekh‖

2
0 + ‖ek−1

h ‖20 +
4

3
δt2‖Ct

hε
k
h‖

2
0

)
+c2δt

(
‖ẽkh − e

k
h‖

2
0 + ‖ẽk−1

h − ek−1
h ‖20 + (δt+ hl+1)2

)
.

On choisit γ = 3α et on prend δt tel que c2δt ≤ 1. En faisant la somme de toutes ces estimations pour k variant
de 1 à n ≤ K − 1, on a

‖en+1
h ‖20 + ‖2en+1

h − enh‖
2
0 +

4

3
δt2‖Ct

hε
n+1
h ‖20

+
n∑
k=1

(
‖δtte

k+1
h ‖20 + ‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖20

)
+ αδt

n∑
k=1

‖ẽk+1
h ‖21

≤ c1
(
‖e1
h‖

2
0 + ‖e0

h‖
2
0 + δt2‖Ct

hε
1
h‖

2
0

)
+c2(δt+ hl+1)2 + c3δt

n∑
k=1

(
‖ekh‖

2
0 +

4

3
δt2‖Ct

hε
k
h‖

2
0

)
.

En utilisant l’hypothèse (H1) et le lemme de Gronwall discret on déduit

‖e‖l∞(L2(Ω)d) + ‖ẽ‖l∞(L2(Ω)d) + ‖ẽ‖l2(H1(Ω)d) ≤ c(δt+ hl+1).

Les majorations finales résultent des définitions :

uk − ukh = ηk + ekh,

uk − ũkh = ηk + ẽkh.

C’est à ce niveau seulement que s’introduit l’erreur d’interpolation en O(hl) sur l’erreur mesurée en norme
H1.

3.3. Estimations d’ordre deux sur les incréments

Pour aller vers l’ordre deux il faut obtenir des estimations sur l’incrément des erreurs : ek+1
h −ekh et ẽk+1

h − ẽkh.
On fait maintenant les hypothèses suivantes :

(H3) max(‖e0
h‖0, ‖e

1
h‖0) ≤ cmin(hl+1, δthl),

max(‖e0
h‖1, ‖e

1
h‖1) ≤ cδt1/2hl,

‖ε1h‖1 ≤ ch
l.

(H4) u est dans W 2,∞(H1
0(Ω)d ∩H l+1(Ω)d) ∩H3(H1(Ω)d),

p est dans W 2,∞(H l(Ω)) ∩H3(L2(Ω)).

En procédant comme dans [15] : c’est-à-dire, en construisant les équations qui contrôlent les erreurs incrémen-
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tales
δte

k+1, δtẽ
k+1 et δtε

k+1 et en répétant les arguments de la démonstration du théorème 3.1 on démontre :

Lemme 3.3. Dans le cadre des hypothèses (H3–H4), il existe cs > 0 et hs > 0, tel que pour h dans ]0, hs] et

δt ≤ cs/(1+ | logh−1|)1/2 en dimension 2 ou δt ≤ csh
1
2 en dimension 3, la solution de l’algorithme de projection

(2.11)–(2.12) satisfait les estimations :

‖δteh‖l∞(L2(Ω)d) + ‖δtẽh‖l∞(L2(Ω)d) + δt‖Ct
hδtεh‖l∞(L2(Ω)) + ‖ẽh − eh‖l∞(L2(Ω)d)

+ ‖δtẽh‖l2(H1(Ω)d) + δt−
1
2 ‖δteh − δtẽh‖l2(L2(Ω)d) ≤ cδt(h

l + δt).
(3.11)

La restriction sur le pas de temps résulte de l’inégalité inverse (2.5) qui est utilisée pour contrôler les incréments
des résidus non linéaires ; cf. [16] ou [15] pour d’autres détails sur ce type de majoration.

À l’aide de ce lemme on déduit :

Théorème 3.2. Dans le cadre des hypothèses (H3–H4) et si δt et h vérifient les restrictions du lemme 3.3, la
solution de l’algorithme de projection (2.11)–(2.12) satisfait les estimations :

‖u− ũh‖l∞(H1(Ω)d) + ‖p− ph‖l∞(L2(Ω)) ≤ c(δt+ hl). (3.12)

Preuve. On procède en trois étapes :

Étape 1. On reconstruit une équation de quantité de mouvement pour contrôler la pression grâce à la condition
“inf-sup.” En combinant (3.8)−(2.11)−ith(2.12), on obtient

Bt
hε
k+1
h = −

3ithe
k+1
h − 4ithe

k
h + ithe

k−1
h

2δt
+Ahẽ

k+1
h + πh[Rk+1

0 +Rk+1
nl ]. (3.13)

La condition “inf-sup” donne

c1‖ε
k+1
h ‖0 ≤

3‖δte
k+1
h ‖0

2δt
+
‖δte

k
h‖0

2δt
+ c2‖ẽ

k+1
h ‖1 + sup

vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉.

Le contrôle du résidu est classique (cf. [16] pour d’autres détails) : si δt et h satisfont les conditions du lemme
3.3, on a l’inégalité suivante

sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉 ≤ c
(
δt2 + hl+1 + ‖ẽk+1

h ‖1 + ‖ẽkh‖0 + ‖ẽk−1
h ‖0

)
.

Grâce au lemme 3.3 on tire finalement la majoration :

‖εh‖l2(L2(Ω)) ≤ c(δt+ hl).

Étape 2. En faisant le produit scalaire de (3.13) par 2δtẽ
k+1
h on obtient

‖∇ẽk+1
h ‖20 +

5

2δt
‖δte

k+1
h ‖20 ≤ ‖∇ẽ

k
h‖

2
0 +

1

2δt
‖δte

k
h‖

2
0 + δt‖εk+1

h ‖20 +
1

δt
‖δtẽ

k+1
h ‖21

+〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , 2δtẽ
k+1
h 〉

≤ ‖∇ẽkh‖
2
0 +

1

2δt
‖δte

k
h‖

2
0 + δt‖εk+1

h ‖20 +
2

δt
‖δtẽ

k+1
h ‖21

+ sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

δt〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉
2.
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De cette majoration on tire (grâce au lemme de Gronwall discret, au lemme 3.3 et à la majoration sur
‖εh‖l2(L2(Ω)) obtenue ci-dessus) l’estimation :

‖ẽh‖l∞(H1(Ω)d) ≤ c(δt+ hl).

Étape 3. Les estimations désirées résultent des étapes 1 et 2 et des définitions :

u(tk)− ũkh = ηk + ẽkh, p(tk)− pkh = µk + εkh.

La démonstration du théorème est complète.

4. Estimations d’ordre deux

Avant de démontrer l’ordre deux, on établit quelques résultats préliminaires. En particulier on introduit
l’approximation de l’inverse à droite de l’opérateur de Stokes.

4.1. L’inverse à droite discret de l’opérateur de Stokes

On définit l’opérateur Sh : Hh −→ Hh tel que pour tout vh dans Hh, le couple (Shvh, rh) ∈ Xh ×Mh soit
la solution du problème de Stokes discret dual : At

h(Shvh) +Bt
hrh = ithvh

BhShvh = 0.
(4.1)

Cette définition a bien un sens car Shvh ∈ ker(Bh) ⊂ ker(Ch) = Hh, puisque Ch est un prolongement de Bh.
L’opérateur Sh est l’équivalent discret de l’inverse à droite de l’opérateur de Stokes. Il a les propriétés suivantes.

Lemme 4.1. La forme bilinéaire (vh, wh) 7−→ (vh, Shwh) agissant sur Hh × Hh est symétrique positive et sa
restriction à Vh × Vh est définie.

Preuve. Soit (vh, wh) dans Hh×Hh. De l’identité (vh, Shwh) = (At
hShvh, Shwh) on déduit que la forme bilinéaire

est symétrique et positive (car Ah est auto-adjoint et positif). Supposons que vh est dans Vh, grâce à la coercivité
de Ah on déduit que (vh, Shvh) est nul si et seulement si Shvh est nul ; c’est-à-dire, en revenant à la définition
de Shvh, ithihvh = vh est dans l’image de Bt

h. En conclusion vh appartient à ker(Bh) ∩ im(Bt
h), c’est-à-dire

vh = 0.

Remarque 4.1. La forme linéaire vh 7−→ (vh, Shvh)1/2 est une norme sur Vh. Par la suite on note (abusivement)
‖vh‖∗ la quantité (vh, Shvh)1/2 pour tout vh dans Hh.

Lemme 4.2. Il existe c > 0 tel que pour tout vh dans Hh on a :

‖Shvh‖1 ≤ c‖vh‖∗. (4.2)

Preuve. Il suffit de multiplier (4.1) par Shvh, puis d’utiliser l’inégalité de Poincaré et la définition de ‖vh‖∗.

Lemme 4.3. Il existe c > 0 tel que pour tout vh dans Hh on a :

‖At
hShvh‖0 ≤ c‖vh‖0, et ‖Ct

hrh‖0 ≤ c‖vh‖0. (4.3)
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Preuve. Soit (s, r) ∈ H1
0(Ω)d × L2

0(Ω) la solution du problème de Stokes dual (∇w,∇s)− (r,∇·w) = (vh, w), ∀w ∈ H1
0(Ω)d,

(q,∇·s) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω).

D’après les propriétés régularisantes de l’opérateur de Stokes (cf. [1, 6]), on a

‖s‖2 ≤ c‖vh‖0, et ‖r‖1 ≤ c‖vh‖0.

De la théorie de l’approximation du problème de Stokes on déduit :

‖s− Shvh‖1 + ‖r − rh‖0 ≤ ch‖s‖2.

En utilisant une inégalité inverse, on a

‖At
hShvh‖0 = sup

wh∈Xh−{0}
(At

hShvh, wh)/‖wh‖0

= sup
wh∈Xh−{0}

(∇Shvh,∇wh)/‖wh‖0

≤ sup
wh∈Xh−{0}

(∇(Shvh − s),∇wh)/‖wh‖0 + sup
wh∈Xh−{0}

(∇s,∇wh)/‖wh‖0

≤ ch−1‖Shvh − s‖1 + ‖∆s‖0

≤ c‖s‖2

≤ c‖vh‖0.

On déduit la seconde inégalité en utilisant la stabilité en norme H1 de Ct
h (cf. proposition 2.1) :

‖Ct
hrh‖0 ≤ c‖r‖1

≤ c‖vh‖0.

Ce lemme permet à son tour de montrer le résultat suivant qui sera déterminant par la suite.

Lemme 4.4. Il existe c > 0 tel que pour tout vh dans Xh et tout wh dans Hh on a :

(Ahvh, Shwh) ≥ (PHh ihvh, wh)− c‖wh‖0‖ihvh − PHh ihvh‖0. (4.4)

Preuve. On a

(Ahvh, Shwh) = (vh, A
t
hShwh)

= (vh, i
t
hwh)− (vh, B

t
hrh)

= (ihvh, wh)− (vh, i
t
hC

t
hrh)

= (PHh ihvh, wh)− (ihvh − PHh ihvh, C
t
hrh)

≥ (PHh ihvh, wh)− ‖ihvh − PHh ihvh‖0‖C
t
hrh‖0.

On déduit le résultat cherché en utilisant la majoration ‖Ct
hrh‖0 ≤ c‖wh‖0 obtenue au lemme précédent.
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Remarque 4.2. On comprend mieux l’intérêt de cette minoration en posant wh = PHh ihvh. Dans ce cas
particulier, pour tout ε ∈]0, 1[ on obtient :

(Ahvh, ShPHhihvh) ≥ (1− ε)‖PHhihvh‖
2
0 − cε‖ihvh − PHhihvh‖

2
0. (4.5)

Cette inégalité fournit un contrôle sur ‖PHhihvh‖0.

4.2. L’ordre deux en norme l2(L2(Ω)d) sur la vitesse

Avant de donner le résultat principal de cette section, on présente de façon heuristique les lignes directrices
du raisonnement qui permet de démontrer l’ordre deux en temps. On reconstruit tout d’abord une équation de
quantité de mouvement pour la quantité ithe

k+1
h en combinant (3.8)−(2.11)−ith(2.12).

3ithe
k+1
h − 4ithe

k
h + ithe

k−1
h

2δt
+Ahẽ

k+1
h +Bt

hε
k+1
h = πh[Rk+1

0 +Rk+1
nl ]. (4.6)

La linéarisation du terme convectif et l’approximation de la dérivée temporelle sont construites pour être consis-
tantes à l’ordre deux. On peut donc s’attendre à ce que les résidus correspondants soient du second ordre en
δt, d’ailleurs l’étape 2 de la preuve du théorème 3.1 fait clairement apparâıtre que la seule erreur de consistance
d’ordre un en δt est introduite par le décalage temporelle sur la pression. Pour éliminer l’erreur de consistance
liée à la pression, il suffit de tester l’équation (4.6) par une fonction dans Vh (c’est-à-dire utiliser une fonction

test à divergence discrète nulle). L’introduction de l’opérateur Sh est motivée par le fait que She
k+1
h est un bon

candidat pour tester (4.6). En effet, lorsqu’on fait le produit scalaire de She
k+1
h avec (4.6), l’approximation de la

dérivée temporelle fait apparâıtre des normes ‖ · ‖∗ qui se contrôlent facilement ; le terme de pression disparâıt

naturellement ; les résidus sont a priori contôlables à l’ordre deux ; le terme le plus gênant est (Ahẽ
k+1
h , She

k+1
h ).

Or d’après ce qui précède on a

(Ahẽ
k+1
h , She

k+1
h ) ≥ (1− ε)‖ek+1

h ‖20 − cε‖ẽ
k+1
h − ek+1

h ‖20.

Ce terme permet donc un contrôle en norme L2 de ek+1
h au terme d’erreur près ‖ẽk+1

h − ek+1
h ‖0 qu’il est possible

de contrôler en utilisant les estimations d’ordre deux établis pour les incréments des erreurs (cf. lemme 3.3).
Le résultat essentiel de cette section est donc :

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (H3–H4) et les conditions sur δt et h du lemme 3.3, la solution de
l’algorithme (2.11)–(2.12) vérifie :

‖u− uh‖l2(L2(Ω)d) + ‖u− ũh‖l2(L2(Ω)d) ≤ c(δt
2 + hl+1) (4.7)

Preuve. On procède en trois étapes :

Étape 1. On reconstruit l’équation de quantité de mouvement (4.6) qui contrôle ithe
k+1
h en combinant (3.8)−(2.11)

−ith(2.12).

Étape 2. On multiplie (4.6) par la fonction test : 4δtShe
k+1
h . En utilisant la symétrie de la forme bilinéaire

(vh, Shwh) (cf. lemme 4.1) on obtient :

‖ek+1
h ‖2∗ + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
∗ + ‖δtte

k+1
h ‖2∗ + 4δt(Ahẽ

k+1
h , She

k+1
h )

≤ ‖ekh‖
2
∗ + ‖2ekh − e

k−1
h ‖2∗ + 4δt〈Rk+1

0 +Rk+1
nl , She

k+1
h 〉.
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En remarquant que ek+1
h = PHhihẽ

k+1
h , on applique le lemme 4.4 avec ε = 1/4 dans l’inéquation (4.5) et on

obtient

‖ek+1
h ‖2∗ + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
∗ + ‖δtte

k+1
h ‖20 + 3δt‖ek+1

h ‖20

≤ ‖ekh‖
2
∗ + ‖2ekh − e

k−1
h ‖2∗ + cδt‖ek+1

h − ihẽ
k+1
h ‖20

+4δt〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , She
k+1
h 〉.

On contrôle le premier reste en utilisant la majoration du lemme 4.2 :

4δt〈Rk+1
0 , She

k+1
h 〉 ≤ 4δt‖Rk+1

0 ‖−1 ‖She
k+1
h ‖1

≤ δt‖ek+1
h ‖2∗ + cδt‖Rk+1

0 ‖2−1

≤ δt‖ek+1
h ‖2∗ + cδt

[
hl+1

(
‖ut‖L∞(Hl+1) + ‖pt‖L∞(Hl)

)
+ δt2

(
‖uttt‖L∞(H1) + ‖pttt‖L∞(L2)

) ]2
≤ δt‖ẽk+1

h ‖2∗ + cδt(hl+1 + δt2)2.

Maintenant on contrôle le reste induit par les termes non linéaires. On décompose ce reste comme suit :

−〈Rk+1
nl , She

k+1
h 〉 = d(δttu

k+1, uk+1, She
k+1
h ) + d(2ηk − ηk−1, uk+1, She

k+1
h )

+ d(2wkh − w
k−1
h , ηk+1, She

k+1
h ) + d(2ẽkh − ẽ

k−1
h , wk+1

h , She
k+1
h )

+ d(2wkh − w
k−1
h , ẽk+1

h , She
k+1
h )− d(2ẽkh − ẽ

k−1
h , ẽk+1

h , She
k+1
h ).

On note R1(She
k+1
h ), . . . , R6(She

k+1
h ) les six restes. On donne maintenant une majoration pour chacun de ces

termes. En utilisant la majoration du lemme 4.2 on a

4δt |R1(She
k+1
h )| ≤ cδt‖δttuk+1‖0 ‖uk+1‖2 ‖She

k+1
h ‖1

≤ cδt3‖utt‖L∞(L2) ‖u‖L∞(H2) ‖e
k+1
h ‖∗

≤ cδt5 + δt‖ek+1
h ‖2∗.

4δt |R2(She
k+1
h )| ≤ cδt‖2ηk − ηk−1‖0 ‖uk+1‖2 ‖She

k+1
h ‖1

≤ cδt hl+1
(
‖u‖L∞(Hl+1) + ‖p‖L∞(Hl)

)
‖ek+1
h ‖∗

≤ cδt h2(l+1) + δt‖ek+1
h ‖2∗.

4δt |R3(She
k+1
h )| ≤ cδt

(
‖2wkh − w

k−1
h ‖1,3 + ‖2wkh − w

k−1
h ‖0,∞

)
‖ηk+1‖0,2 ‖She

k+1
h ‖1,2

≤ cδt hl+1
(
‖u‖L∞(Hl+1) + ‖p‖L∞(Hl)

)
‖She

k+1
h ‖1,2

≤ cδt h2(l+1) + δt‖ek+1
h ‖2∗.
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En utilisant l’inégalité ‖ẽk+1
h ‖0 ≤ ‖ẽ

k+1
h − ekh‖0 + ‖ekh‖0, on déduit

4δt |R4(She
k+1
h )| ≤ cδt

(
2‖ẽkh‖0,2 + ‖ẽk−1

h ‖0,2
) (
‖wkh‖1,3 + ‖wkh‖0,∞

)
‖She

k+1
h ‖1,2

≤ cδt
(
2‖ẽkh‖0,2 + ‖ẽk−1

h ‖0,2
) (
‖u‖L∞(H2) + ‖p‖L∞(H1)

)
‖ek+1
h ‖∗

≤ cδt
(
‖ẽkh − e

k
h‖0 + ‖ẽk−1

h − ek−1
h ‖0 + ‖δte

k
h‖0 + ‖ekh‖0

)
‖ek+1
h ‖∗.

Maintenant on utilise le résultat du lemme 3.3 pour borner ‖ẽkh−e
k
h‖0 + ‖ẽk−1

h −ek−1
h ‖0 + ‖δte

k
h‖0 par cδt(δt+hl).

En remarquant que pour l ≥ 1 et h ≤ 1, on a 2δthl ≤ δt2 +hl+1, on peut majorer cδt(δt+hl) par c(δt2 +hl+1).
Finalement, on obtient

4δt |R4(She
k+1
h )| ≤ γδt‖ekh‖

2
0 + c1δt‖e

k+1
h ‖2∗ + c2δt(δt

2 + hl+1)2.

On procède de la même façon pour le cinquième terme :

4δt |R5(She
k+1
h )| ≤ cδt

(
‖2wkh − w

k−1
h ‖1,3 + ‖2wkh − w

k−1
h ‖0,∞

)
‖ẽk+1
h ‖0,2‖She

k+1
h ‖1,2

≤ cδt
(
‖u‖L∞(H2) + ‖p‖L∞(H1)

)
‖ẽk+1
h ‖0,2‖e

k+1
h ‖∗

≤ cδt
(
‖ẽk+1
h − ek+1

h ‖0,2 + ‖ek+1
h ‖0,2

)
‖ek+1
h ‖∗

≤ γδt‖ek+1
h ‖20 + c1δt‖e

k+1
h ‖2∗ + c2δt(δt

2 + hl+1)2.

Pour le dernier terme on a :

4δt |R6(She
k+1
h )| ≤ cδt‖2ẽkh − ẽ

k−1
h ‖1‖ẽ

k+1
h ‖1‖She

k+1
h ‖1.

On utilise le résultat du théorème 3.2 pour borner ‖ẽk−1
h ‖1, ‖ẽkh‖1 et ‖ẽk+1

h ‖1 par c(δt + hl). En remarquant

que h4l ≤ h2(l+1) dès que l ≥ 1 et h ≤ 1, on obtient finalement :

4δt |R6(She
k+1
h )| ≤ cδt(δt2 + hl+1)2 + δt‖ek+1

h ‖2∗.

En combinant toutes les majorations obtenues on déduit l’inégalité suivante :

‖ek+1
h ‖2∗ + ‖2ek+1

h − ekh‖
2
∗ + ‖δtte

k+1
h ‖20 + 3δt‖ek+1

h ‖20

≤ ‖ekh‖
2
∗ + ‖2ekh − e

k−1
h ‖2∗ + cδt(δt2 + hl+1)2

+γδt‖ek+1
h ‖20 + γδt‖ekh‖

2
0 + cδt‖ek+1

h ‖2∗.

Étape 3. On choisit γ ≤ 1. En sommant de k = 1 à n ≤ K − 1 on obtient

‖en+1
h ‖2∗ + ‖2en+1

h − enh‖
2
∗ +

n∑
k=1

‖δtte
n+1
h ‖20 + δt

n∑
k=1

‖ek+1
h ‖20

≤ ‖e1
h‖

2
∗ + ‖2e1

h − e
0
h‖

2
∗ + δt‖e1

h‖
2
0

+c(δt2 + hl+1)2 + cδt

n+1∑
k=1

‖ekh‖
2
∗.

En appliquant le lemme de Gronwall discret on obtient :

‖eh‖l∞(‖·‖∗) + ‖eh‖l2(L2(Ω)d) ≤ c(δt
2 + hl+1).

Le résultat final découle de cette majoration, du lemme 3.3 et des définitions de eh et ẽh.
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4.3. Estimation en norme l1(L2(Ω)d) de l’erreur sur la vitesse

On cherche maintenant à obtenir une estimation de l’erreur en norme l∞(L2(Ω)d). Dans un premier temps
on cherche un contrôle de l’erreur incrémentale δte

k+1
h et on fait les hypothèses suivantes

(H5) max(‖e0
h‖0, ‖e

1
h‖0) ≤ cmin(hl+1, δt3/2hl).

(H6) u ∈W 3,∞(H l+1(Ω)d ∩H1
0(Ω)d) ∩W 4,∞(H1(Ω)d)

et p ∈W 3,∞(H l(Ω)) ∩W 4,∞L(L2(Ω)).

On donne d’abord deux lemmes qui permettent de contrôler les résidus linaires et non linéaires. En procédant
comme dans la démonstration du théorème 4.1 on déduit

Lemme 4.5. Sous les hypothèses du théorème 3.2, on a :

sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉 ≤ c
(
δt2 + hl+1 + ‖ek+1

h ‖0 + ‖ekh‖0 + ‖ek−1
h ‖0

)
. (4.8)

Le contrôle du résidu incrémental est fourni par :

Lemme 4.6. Sous les hypothèses du théorème 3.2 et (H6), on a :

sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈δtR
k+1
0 + δtR

k+1
nl , vh〉 ≤ c1δt(δt2 + hl+1)

+ c2δt
(
‖ek+1
h ‖0 + ‖ekh‖0 + ‖ek−1

h ‖0
)

+ c3
(
‖δte

k+1
h ‖0 + ‖δte

k
h‖0 + ‖δte

k−1
h ‖0

)
+ c4

k+1∑
l=k−1

‖δt(ẽ
l
h − e

l
h)‖0.

(4.9)

On établit maintenant une majoration en O(δt5/2) sur l’incrément δte
k+1
h .

Lemme 4.7. Sous les hypothèses du théorème 3.2 et (H5–H6), on a :

‖δte‖l2(L2(Ω)d) ≤ c1δt
3/2(δt+ hl) + c2δt(δt

2 + hl+1). (4.10)

Preuve. On procède en trois étapes.

Étape 1. Les erreurs incrémentales sont contrôlées par l’équation

3ithδte
k+1
h − 4ithδte

k
h + ithδte

k−1
h

2δt
+Ahδtẽ

k+1
h +Bt

hδtε
k+1
h = πh[δtR

k+1
0 + δtR

k+1
nl ]. (4.11)
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Étape 2. On multiplie (4.11) par la fonction test 4δtShδte
k+1
h , et en appliquant le lemme 4.4 (avec ε = 1/4 dans

l’inéquation (4.5)) et on obtient

‖δte
k+1
h ‖2∗ + ‖2δte

k+1
h − δte

k
h‖

2
∗ + ‖δtte

k+1
h ‖20 + 3δt‖δte

k+1
h ‖20

≤ ‖δte
k
h‖

2
∗ + ‖2δte

k
h − δte

k−1
h ‖2∗ + cδt‖δte

k+1
h − ihδtẽ

k+1
h ‖20

+4δt〈δtR
k+1
0 + δtR

k+1
nl , Shδte

k+1
h 〉,

≤ ‖δte
k
h‖

2
∗ + ‖2δte

k
h − δte

k−1
h ‖2∗ + cδt‖δte

k+1
h − ihδtẽ

k+1
h ‖20

+cγδt‖δte
k+1
h ‖2∗ + γδt sup

vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈δtR
k+1
0 + δtR

k+1
nl , vh〉2,

où γ > 0 peut être choisi suffisamment petit.

Étape 3. En utilisant la majoration du residu fournie par le lemme 4.6, en utilisant les majorations du lemme
(3.3), en choisissant γ suffisamment petit et en sommant de k = 2 à n ≤ K − 1, on obtient

‖δte
n+1
h ‖2∗ + ‖2δte

n+1
h − δte

n
h‖

2
∗ +

n∑
k=2

‖δtte
k+1
h ‖20 + δt

n∑
k=2

‖δte
k+1
h ‖20

≤ c1‖δte
2
h‖

2
∗ + c2‖δte

1
h‖

2
∗ + c3δt

n∑
k=2

‖δte
k+1
h ‖2∗

+c4δt
2(δt2 + hl+1)2 + c5δt

3(δt+ hl)2.

L’hypothèse d’initialisation (H5) implique :

max(‖δte
2
h‖∗, ‖δte

1
h‖∗) ≤ c1δt

3/2(δt+ hl) + c2δt(δt
2 + hl+1).

En appliquant le lemme de Gronwall discret on obtient :

‖δteh‖l∞(‖·‖∗) + ‖δteh‖l2(L2(Ω)d) ≤ c1δt
3/2(δt+ hl) + c2δt(δt

2 + hl+1),

ce qui complète la preuve.

Remarque 4.3. Noter qu’il y a dans la majoration (4.10) un défaut d’optimalité d’un facteur δt1/2. En effet,
puisqu’on a montré dans le théorème 4.1 que l’erreur sur la vitesse en norme l2(L2(Ω)d) est en δt2, on pourrait
s’attendre à une estimation sur l’incrément de l’erreur en norme l2(L2(Ω)d) en δt3. Ce défaut d’optimalité est
due au manque d’optimalité de la majoration

‖δte− δtẽh‖l2(L2(Ω)d) ≤ cδt
3/2(δt+ hl),

qui a été obtenue au lemme 3.3. Il est peut-être possible de retrouver une majoration optimale en travaillant sur
les incréments des incréments. Le défaut d’optimalité subi à ce niveau est responsable de la perte d’un facteur
δt1/4 sur l’évaluation de l’erreur sur la vitesse en norme l∞(L2(Ω)d) obtenue ci-dessous.

La majoration du lemme 4.7 permet maintenant d’établir le résultat majeur de cette section :

Théorème 4.2. Sous les hypothèses du théorème 3.2 et les hypothèses (H5–H6), on a :

‖u− uh‖l∞(L2(Ω)d) + ‖u− ũh‖l∞(L2(Ω)d) ≤ c(δt
7/4 + δt3/4hl + hl+1). (4.12)



186 J.-L. GUERMOND

Preuve. On prend l’équation de conservation de quantité de mouvement (4.6) comme point de départ. On fait

le produit scalaire de cette équation par 4δtShδte
k+1
h . En utilisant la symétrie de la forme bilinéaire (vh, Shwh)

(cf. lemme 4.1) on obtient

5‖δte
k+1
h ‖2∗ + ‖δtte

k+1
h ‖2∗ + 4δt(Ahẽ

k+1
h , Shδte

k+1
h ) = ‖δte

k
h‖

2
∗ + 4δt〈Rk+1

0 +Rk+1
nl , Shδte

k+1
h 〉.

On utilise maintenant le lemme 4.4 en remarquant que δte
k+1
h = PHh ihδtẽ

k+1
h .

5‖δte
k+1
h ‖2∗ + ‖δtte

k+1
h ‖2∗ + 4δt(ek+1

h , δte
k+1
h ) ≤ ‖δte

k
h‖

2
∗ + cδt‖δte

k+1
h ‖0‖ẽ

k+1
h − ek+1

h ‖0

+ γ‖Shδte
k+1
h ‖21 + cγδt

2 sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉2,

où la constante γ ≥ 0 peut être choisie suffisamment petite de telle sorte que γ‖Shδte
k+1
h ‖21 ≤ ‖δte

k+1
h ‖2∗. La

majoration du résidu est fournie par le lemme 4.5. Finalement on a

4‖δte
k+1
h ‖2∗ + 2δt‖ek+1

h ‖20 ≤ ‖δte
k
h‖

2
∗ + 2δt‖ekh‖

2
0 + cδt‖δte

k+1
h ‖0‖ẽ

k+1
h − ek+1

h ‖0

+ cδt2
(
δt2 + hl+1 + ‖ek−1

h ‖0 + ‖ekh‖0 + ‖ek+1
h ‖0

)2
.

En prenant la somme de k = 1 à n ≤ K − 1 on obtient

2δt‖en+1
h ‖20 ≤ ‖δte

1
h‖

2
∗ + 2δt‖e1

h‖
2
0 + c1‖eh‖l2(L2(Ω)d)‖δteh‖l2(L2(Ω)d)

+ c2δt(δt
2 + hl+1)2 + c3δt‖eh‖l2(L2(Ω)d).

L’hypothèse d’initialisation (H5), la majoration du lemme 4.7 et le résultat de convergence du théorème 4.1
donnent finalement

‖en+1
h ‖20 ≤ c1(δt2 + hl+1)2 + c2

[
δt3/2(δt+ hl) + δt(δt2 + hl+1)

]
(δt+ hl),

≤ c1(δt2 + hl+1)2 + c2δt
3/2(δt+ hl)2.

ce qui complète la preuve.

Remarque 4.4. L’exposant 7/4 n’est probablement pas optimal pour la convergence en norme l∞(L2(Ω)d).
Il est peut-être possible d’améliorer un peu le résultat en invoquant des arguments techniques un peu plus
sophistiqués sur les incréments d’ordre deux.

4.4. Une estimation en norme faible sur la pression

Il est possible d’améliorer un peu le résultat de convergence obtenu sur la pression dans le théorème 3.2 en
introduisant une norme faible dépendente du maillage. Pour tout q dans L2(Ω) on définit :

‖q‖Bh,Ah = sup
vh∈Xh

(q,∇·vh)

‖At
hvh‖0

· (4.13)

Grâce à la condition “inf-sup,” il est clair que la restriction de ‖ · ‖Bh,Ah à Mh définit une norme, toutefois,
cette norme est plus faible que la norme ‖ · ‖0. Plus précisement, la nouvelle norme est la contrepartie discrète
sur Mh de la norme

‖q‖∇·,∇2 = sup
v∈H1

0(Ω)d∩H2(Ω)d

(q,∇·v)

‖vh‖2
· (4.14)
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Grâce aux propriétés régularisantes de l’opérateur de Stokes, il est possible de montrer le résultat suivant

∀q ∈ L2
0(Ω), c1‖q‖−1 ≤ ‖q‖∇·,∇2 ≤ c2‖q‖0, (4.15)

qui signifie que la topologie associée à la nouvelle norme est plus grossière que celle de L2(Ω) mais qu’elle est
plus fine que celle de H−1(Ω).

Avec la nouvelle norme discrète pour mesurer l’erreur sur la pression, on a le résultat suivant

Théorème 4.3. Sous les hypothèses du théorème 3.2 et les hypothèses (H5–H6), on a :

‖p− ph‖l2(‖·‖Bh,Ah) ≤ c(δt
3/2 + hl). (4.16)

Preuve. D’après (3.13) on a

‖εk+1
h ‖Bh,Ah ≤

3‖δte
k+1
h ‖0

2δt
+
‖δte

k
h‖0

2δt
+ ‖ẽk+1

h ‖0 + sup
vh∈Xh,‖vh‖1=1

〈Rk+1
0 +Rk+1

nl , vh〉.

Le résultat cherché est une conséquence de cette inégalité, des majorations des lemmes 4.5 et 4.7 et du
théorème 4.1.

Remarque 4.5. La difficultés qu’on rencontre à établir des résultats de convergence à l’ordre deux (ou en tous
cas à un ordre plus grand que un) dans des normes naturelles pour la pression (i.e. dans L2(Ω)) ou pour la
vitesse (i.e. dans H1(Ω)d) sont symptomatiques de la présence d’une couche limite numérique à la frontière
de Ω. Cette couche limite est imperceptible à l’ordre deux pour la vitesse mesurée dans la norme L2(Ω)d, en
revanche elle apparâıt à un ordre compris entre un et deux lorsque la vitesse est mesurée dans la norme H1(Ω)d

ou lorsque la pression est mesurée dans la norme L2(Ω) (voir Rannacher [19] pour une discussion détaillée sur
la couche limite numérique induite par le schéma non incrémental continu en espace).

5. Remarques sur l’erreur de fractionnement

On finit cet article par une étude de l’erreur de fractionnement des algorithmes de projection basés sur une
correction de pression incrémentale. Le résultat essentiel de cette section est que l’erreur de fractionnement est
d’ordre deux pour la vitesse dans la norme l2(L2(Ω)d).

Pour illustrer cette propriété remarquable, considérons l’algorithme de projection incrémental basé sur une
approximation par différentiation rétrograde d’ordre un de la dérivée temporelle. En conservant les mêmes
notations que dans les sections précédentes, on considère l’algorithme suivant : pour 1 ≤ k ≤ K − 1 on cherche
ũk+1
h dans Xh tel que :

ũk+1
h − ithu

k
h

δt
+Ahũ

k+1
h +Dh(ũkh, ũ

k+1
h ) = fk+1

h −Bt
hp
k
h. (5.1)

On cherche ensuite uk+1
h dans Yh et pk+1

h dans Mh tel que
uk+1
h −ihũ

k+1
h

δt
+ Ct

h(pk+1
h − pkh) = 0,

Chu
k+1
h = 0.

(5.2)

Bien sûr, la mise en œuvre pratique de cet algorithme se fait en éliminant la vitesse projetée comme expliqué
dans la remarque 2.2.
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Considérons maintenant l’algorithme totalement couplé : trouver wk+1
z,h dans Xh et qk+1

z,h dans Mh tels que :


wk+1
z,h − w

k
z,h

δt
+Ahw

k+1
z,h +Dh(wkz,h, w

k+1
z,h ) + Bt

hq
k+1
z,h = fk+1

h ,

Bhw
k+1
z,h = 0.

(5.3)

La différence entre wk+1
z,h et ũk+1

h ou bien entre wk+1
z,h et uk+1

h est par définition l’erreur de fractionnement. C’est
l’erreur induite par le découplage, opéré dans l’algorithme de projection, entre la contrainte d’incompressibilité
et les phénomènes de convection–diffusion. La caractéristique remarquable de la techniques incrémentale (i.e.
celle pour laquelle la pression est rendue explicite à l’étape de convection–diffusion) est résumée par le résultat
suivant :

Théorème 5.1. Il existe une constante c qui ne dépend que de (wz,h, qz,h) et T , tel que

‖wz,h − uh‖l2(L2(Ω)d) + ‖wz,h − ũh‖l2(L2(Ω)d) ≤ cδt
2. (5.4)

Preuve. On ne donne ici qu’une idée de la preuve. Introduisons les notations suivantes pour désigner les erreurs
de fractionnement : ẽkz,h = wkz,h − ũkh, ekz,h = wkz,h − ukh et εkz,h = qkz,h − pkh. Il est clair que les erreurs de
fractionnement sont contrôlées par les systèmes d’équations

ẽk+1
z,h − i

t
he
k
z,h

δt
+Ahẽ

k+1
z,h = −Bt

hψ
k
z,h +Rk+1

z,h (ẽkz,h, ẽ
k+1
z,h ), (5.5)


ek+1
z,h
−ihẽ

k+1
z,h

δt
+ Ct

h(εk+1
z,h − ψ

k
z,h) = 0,

Che
k+1
z,h = 0,

(5.6)

où on a posé ψkz,h = qk+1
z,h − p

k
h = δtq

k+1
z,h + εkz,h et le reste non linéaire est défini par

Rk+1
z,h (ẽkz,h, ẽ

k+1
z,h ) = Dh(wkz,h, w

k+1
z,h )−Dh(ũkh, ũ

k+1
h ).

La structure de ces équations est quasiment la même que (3.9)–(3.10) sauf que la seule source d’erreur qui
subsite maintenant est le terme Bt

hψ
k
z,h qui est au second membre du pas de convection–diffusion. On peut

alors reproduire tous les arguments des sections 3 et 4.

Le résultat un peu suprenant du théorème 5.1 peut être vérifié numériquement assez facilement. Il suffit pour
un problème donné de réaliser une marche en temps en évaluant à chaque pas de temps la solution du système
couplé (5.3) et la solution du système fractionné (5.1)–(5.2). La solution du sytème couplée peut être calculée
de multiples façons (résolution directe ou itérative de l’opérateur d’Uzawa, technique de matrice d’influence,
etc.) mais en pratique son évaluation est toujours beaucoup plus coûteuse que celle de la solution découplée (des
rapports 20 à 50 en temps de calcul sont typiques). Cette expérience a été réalisée dans [14] pour le problème
de la cavité entrâınée en dimension 2 en utilisant des éléments finis P2/P1. L’expérience numérique rapportée
dans [14] montre clairement que l’erreur de fractionnement est bien d’ordre deux conformément à l’énoncé du
théorème 5.1.
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