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Introduction

Dualité projective

Genése du concept de dualité

Le terme de dualité en géométrie projective apparait pour la premiére fois au XIX®™®
siecle dans les travaux de Gergonne. Les mathématiciens d’alors, qui s’intéressaient a la
géométrie projective, avaient observé que les théorémes, concernant des figures géomé-
triques dans le plan, gardaient un sens et restaient vrais lorsque I’on remplacait le mot
"point" par "droite" et le mot "droite" par "point". Gergonne publia en 1825 une version
duale du théoréme de Desargues en présentant les énoncés de la facon suivante :

Théoréme [Desargues|. Soient ABC' et
A'B'C" deux triangles projectifs sans points
communs. Si les droites (AA'"), (BB') et
(CC") sont concourantes, alors les points
Ay = (BC)N (B'C"), By = (AC) n (A'C)
et C1 = (AB) N (A'B’) sont alignés.

Théoréme [Version duale]. Soient ABC
et AB'C" deux triangles projectifs sans
points communs. Si les points Ay = (BC) N
(B'C"), By = (AC)N(A'C") et Cy = (AB)N
(A'B’) sont alignés alors les droites (AA'),
(BB') et (CC") sont concourantes.

Ici ’énoncé dual n’est autre que la réciproque du théoréme de Desargues.
Si le terme de dualité est attribué a Gergonne, il n’est pas clair qu’il fut & 1'origine

de I'idée méme de dualité. En effet, Poncelet rédigea en 1824 un mémoire sur la théo-
rie générale des figures réciproques dans lequel il développa les idées de Monge sur les
transformations polaires.

La controverse pris fin avec les travaux de Pliicker qui définit correctement la notion de
courbe duale. C’est I'introduction de coordonnées homogeénes et de la relation d’incidence
entre un point p = (po, p1, p2) et une droite qui le contient d = (ly, 11, l2) :

polo + p1li +pala =0

qui permis a Pliicker de montrer qu’une courbe pouvait-étre aussi bien décrite par une
équation reliant les coordonnées de ses points que par une équation reliant les coordonnées
de ses droites tangentes. Il définit ainsi pour une courbe C C P? sa courbe duale, C* :=
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Fi1G. 1 — théoréme de Desargues

{d € P*|3z € C,d = T,C} C P?*, et prouva en 1830 le théoréme de réciprocité pour les
courbes, i.e. (C*)* =C.

En 1834, Pliicker s’intéressa aux relations entre le degré d de C, le degré d* de C*
(appelé aussi classe de C) et les singularités simples de ces deux courbes. Une singularité
simple pour une courbe est soit un point double, soit un point cuspidal (voir figure 2).
L’existence d’un tel point singulier pour C (ou pour C*) entraine l'existence d’un point
d’inflexion ou d’une bitangente pour la courbe duale (voir figure 3).

En notant par ¢ (resp. n, i, b) le nombre de points cuspidaux (resp. le nombre de
points doubles, le nombre de points d’inflexions, et le nombre de bitangentes) de C on
peut exprimer les classiques formules de Pliicker :

d*=d(d—1)—2n—3c d=d*(d" —1)—2b— 3
i=3d(d—2)—6c—8n c¢=3d*(d*—2)— 6b— 8i.

Ainsi, si C est une courbe lisse de degré d alors d* = d(d — 1), i = 3d(d — 2) et
b= 1d(d—2)(d*>—9). L’existence de ces i points d’inflexions et des b bitangentes, implique
pour la courbe duale la présence de 3d(d — 2) points cuspidaux et de d(d — 2)(d*> — 9)
points doubles. Une courbe lisse C a donc pour courbe duale une courbe de degré "élévé"
ayant "beaucoup" de points singuliers.
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Point cuspidal Point double

F1G. 2 — Singularités simples de C

Approche moderne

La définition de Pliicker se généralise pour une variété projective X C P(V), plongeée,
et on définit ainsi X*, la variété duale de X :

X* = {H e PV*|3 & € Xiigse tel que T,X C H}.

(T}X est la notation que ’on prendra pour ’espace tangent plongé.)
En caractéristique nulle, le théoréme de bidualité assure que

(XM= X.
La relation d’incidence entre points et droites devient maintenant une relation d’inci-

dence entre points et hyperplans que ’on présente en introduisant la variété conormale
C(X) :

C(X):={(z,H)| He PV* T,X C H}

T, \.p
X X*

Le théoréme de réflexivité nous invite & penser que les attributs (dimension, degré,
singularités) de la variété duale vont se traduire en propriétés géométriques de notre
variété initiale. Il est donc naturel de s’intéresser a ces attributs. Dans cette thése c’est le
lieu singulier de X™* qui retiendra toute notre attention. Nous supposerons toujours étre
dans la situation suivante, V = C""*1 et X" C P(V) = P"*“ est une variété projective
complexe.
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Présence d’un point cuspidal pour C Existence d’un point d’inflexion pour C*
Présence d’un point double sur sur C Existence d’une bitangente pour C*

Fi1a. 3 — Conséquences pour C*

Le probléme A-D-E (chapitre 1)

Dans le chapitre 1 on étudie en détail les variétés duales de variétés homogenes parti-
culiéres. Notre intérét pour ces variétés duales (les variétés duales des variétés adjointes),
est lié a I’étrange correspondance qui existe entre singularités simples et algébres de Lie
simples :

De l'antiquité aux diagrammes de Dynkin

La classification des polyédres réguliers de R? est connue depuis 1'antiquité grecque.
A chaque polyédre on associe son groupe de symétrie que ’on préfére regarder comme un
sous-groupe de SLy(C) (en utilisant le revétement double de SO3(R) par SU,(C)). On
obtient ainsi trois groupes finis, le groupe tétraédral T4 qui laisse invariant le tétraédre, le
groupe octaédral Oug qui laisse invariant 1’octaédre et le cube, et enfin le groupe icosaédral
115 qui laisse invariant I’icosaédre et le dodécaédre. La classification des sous-groupes finis,
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a conjugaison prés, de SL,(C) s’achéve lorsqu’on ajoute & cette liste de trois groupes, les
deux séries de groupes suivants : Z,,, groupe cyclique d’ordre n, et le groupe D,, = Z,, X Z,
groupe diédral (produit semi-direct de Z,, et Zy). On doit a F. Klein [K] 1884], I’étude du
quotient S = C?/F lorsque F est un sous-groupe fini de SL,(C).

Klein montre que S est une surface ayant un unique point singulier. La résolution
minimale de la singularité de S conduit, lorsqu’on représente les diviseurs exceptionnels
par des sommets et les intersections transverses par des arétes, aux diagrammes de Dynkin.

Zn1 D2 Ta24
4 3 2 _
" +yz=0 2"y’ 4+ 22 =0 vy +2 =0
/O i
0—0 - 0—0—0 O0—0 O—O\O O—O—(L—O—O
An D, FEs
Oys Ti20
y+y°+22=0 2®+yt 427 =0
Q 0
O*O*ngfOfO O*O#O*@*O*O
FEg

Er

F1G. 4 — Sous groupes finis, surfaces de Klein, diagrammes de Dynkin

En langage moderne si 7 : S — S est la résolution minimale et H = Hy(S,Z) le
2-éme groupe d’homologie, la forme d’intersection I : H x H —— 7Z correspond, au signe
prés, & une matrice de Cartan associée a un diagramme de Dynkin.

Cette construction est la premiére connue établissant une correspondance entre singu-
larités de Klein, ou singularités simples (voir définition au chapitre 1), et les diagrammes
de Dynkin des algébres de Lie simples de type A — D — E.

Comme il en a été fait la remarque dans plusieurs textes [SI 1993, A-G-L-V 1998|,
cette coincidence de listes cache certainement un lien profond entre ces différentes théo-
ries. C’est un probléme posé dans [Ar 1983| que d’expliquer le lien entre singularités
simples et algébres de Lie simples de méme type.
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Il existe & ce jour deux constructions qui permettent d’obtenir une singularité simple
directement & partir de ’algébre de Lie (et non a partir du diagramme de Dynkin associé).

Construction de Brieskorn

La premiére construction est due a Brieskorn [Br 1970, SI 1980]. Brieskorn prouva le
résultat suivant conjecturé par Grothendieck :

Théoréme [Brieskorn]. Soit G un groupe de Lie complexe et simple de type A,, D,,
E,. Soient T C G un tore mazimal, W = Ng(T)/T le groupe de Weyl correspondant,
X : G — T/W le quotient pour l’action adjointe de G sur lui-méme et S C G une
section transverse a l'unique orbite unipotente sous-réguliére. Alors la restriction de x a
S réalise une déformation miniverselle de la singularité simple du méme type.

En particulier ce théoréme dit que S N (x *(x(1))) est une surface de Klein du méme
type que G. La variété y~'(y(1)) est 'ensemble des éléments unipotents de G. C’est la
fermeture d’une orbite maximale, dite réguliére. Le complément de cette orbite correspond
a la fermeture de I'orbite sous-réguliére unipotente du théoréme.

Ce théoréme admet une version “extrinséque” que 1’on trouve dans [Po 2002] :

Pour les algébres de Lie, ’équivalent de la notion d’élément régulier unipotent est la notion
d’élément régulier nilpotent. Notons hg € g un élément régulier nilpotent (voir chapitre 1).
L’orbite G.hy C g est conique, on peut donc considérer Y = P(G.ho) C P(g). La variété
Y est la projectivisation des éléments nilpotents de g (en d’autres termes Y = P(91(g)),
ou N(g) est le nilcone de g). Cette variété Y est singuliére le long d’une sous-variété
de codimension 2, et Yy, = ]P’(G—hl) ol h; est un élément sous-régulier nilpotent. Le
théoréme de Brieskorn devient alors,

Théoréme [Brieskorn]. Soit Y C P(g) la variété des éléments nilpotents, pour une
algébre de Lie g de rang r. On considere une section générique S de dimension r + 2,
transverse a Ying, alors Y NS a un point singulier unique qui est de type simple. De plus
st g est de type A — D — E, alors la singularité de Y NS est de méme type.

Construction de Knop

La deuxiéme construction, plus récente, est due a Friedrich Knop. Dans [Kn 1987],
I’auteur réalise une hypersurface ayant un unique point singulier de type simple, comme
section hyperplane d’une certaine variété homogéne pour un groupe de Lie simple (c’est
la variété adjointe qui sera définie au chapitre 1). Une des ambitions de notre travail était
d’éclairer le résultat de F. Knop, en expliquant pourquoi la construction considérée etait
la bonne. Pour cela nous avons cherché a comprendre la géométrie des variétés duales
aux variétés adjointes. En particulier nous énoncons et prouvons une version duale du
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théoréme de Knop. En effet, nous donnons une construction qui permet de retrouver le
discriminant d’une singularité simple (noté A) a partir du dual de la variété adjointe.

Pour un groupe de Lie G de rang r, notons I' son diagramme de Dynkin et I'* le
sous-diagramme des racines longues. On note 7 le nombre de noeuds du diagramme I' et
n celui du diagramme ™. Quelque soit I', ['* est toujours de type A— D — E. En reprenant
la présentation de Gergonne, nous pouvons formuler :

Théoréme [Knop|. Soit X C P(g) la va-
riété adjointe pour le groupe de Lie simple
G. Soit H un hyperplan orthogonal pour la
forme de Killing a un élément régulier nil-
potent. Alors XN H a un unique point sin-
qulier de type T'*.

Théoréme 1.2.2 [Version duale]. Soit
Xg C g* le cone au-dessus de la variété
duale de Xq, et soit l’application quotient,
O g — g*//G ~ C". Alors il eriste une
section lineatre L de dimension n, telle que
d(XH)NL=Ap CC,

On précisera au chapitre 1 comment est construite la section L.

A T’aide de notre version duale nous donnons une interprétation géométrique de 1’hy-
perplan considéré par Knop dans sa construction. De plus en complétant ce travail par
des calculs, certes peu élégants, mais élémentaires, nous proposons une nouvelle preuve du
théoréme de Knop. Enfin nous concluons le chapitre 1 avec des remarques sur de possibles
liens entre les constructions de Brieskorn et Knop.

Sections singuliéres de X et singularités de X*
(chapitre 2)

Le théoréme de Knop, et la version duale que nous en proposons, illustrent le fait
suivant : étudier les singularités de X*, ou les singularités des sections hyperplanes de X
sont deux problémes intimement liés.

Dans le chapitre 2 nous nous posons la question : étant donné une variété lisse X C
P(V) et H un hyperplan tangent & X, comment la géométrie de X détermine-t-elle les
singularités de X N H ?

Cycles évanescents

Cette question a du sens lorsqu’on s’intéresse a la topologie de X. Soit [ = P! C P(V*),
une droite générique de 1'espace projectif dual, ou encore un pinceau de Lefschetz d"hyper-
plans. Considérons L € [ tel que XNL soit une section singuliére. Soit H un point de [, dans
un voisinage de L, tel que X N H soit lisse. L’application de rétractionr : XNH —— XNL
induit des applications au niveau de I’homologie : r; : H;(X N H) — H;(X N L). Ces ap-
plications sont des isomorphismes pour i < n—1 et pour i = n—1, r,_; est surjective. Le
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noyau de r,_; est engendré par des cycles évanescents. Lorsque X N L est une singularité
de Morse on a coutume de représenter la situation de la fagon suivante :

rétraction r

cycle évanescent 6 —» -

S—

section lisse X N H section singuliére X N L ~ A;

F1G. 5 — Cycles évanescents

On sait par le théoréme de Lefschetz que si X est une variété projective lisse et
H un hyperplan générique, j; : H;(X N H,Z) — H;(X,Z) est un isomorphisme pour
1 <i < n—2, et est surjectif pour : = n — 1. De plus, le noyau de j,,_; est engendré par
les cycles évanescents obtenus & partir des sections singuliéres d’un pinceau de Lefschetz.

On note Van(X) le groupe des cycles évanescents. En général si X est une variété
projective lisse, alors Van(X) # 0. F. Zak a classifie dans [Zak 1973| les surfaces lisses
telles que Van(X) = 0. Pour ce faire, il montre en particulier que I’existence d’une section
X N L avec une singularité isolée telle que (X N L, x) ¢ Ay (i.e. la singularité est isolée
mais ne correspond pas a une quadrique ordinaire) implique que Van(X) # 0.

Nous allons donc chercher des conditions sur X qui, & priori, impliquent I’existence
de sections singuliéres dont les singularités isolées ne sont pas réduites & un unique point
double.

Strates de X~

Ce probléme est lié a ’étude du lieu singulier de X*. Lorsque X est lisse et X™* est
une hypersurface, un point 4 € X, est caractérisé par la propriété suivante : X N H
a un unique point singulier de type singularité de Morse. De fagon similaire, nous allons
décrire des composantes, ou strates, de X, et chercher a caractériser un point général
H d’une composante en fonction des singularités de la section correspondante X N H.
L’existence des sections singuliéres décrites se résume a montrer que les strates de X*
associées ont la dimension attendue. Cette stratification de X™* se fait en introduisant des
variétés auxilliaires & X, la variété des tangentes, 7(X), et la variété des sécantes, o(X).

En notant |IIx,| 'image de la seconde forme fondamentale en un point = général (le
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sens de général sera défini au chapitre 2) et T? X 1e second espace osculateur plongé, on
obtient ainsi les conditions suffisantes suivantes :

Théoréme 2.2.3. Soit X C P(V) une variété lisse telle que X* soit une hypersurface,
et telle que la variété des sécantes o(X) soit non dégénérée :

- On suppose que pour x un point général, et V v € (T,X)generique 3 ¢ € |I1x | telle
que ker(q) =< v >, alors de fagcon équivalente on a

a) 3 H, tel que (X NH,z) ~ Ay et q est la partie quadratique de la singularité.

b) La sous-variété T(X)* est de codimension 1 dans X*.

- On suppose que pour (x,y) € (X X X)generals T@x N TyX = (), alors de facon
équivalente on a

a) 3 H, tel que (XN H,z)~ A et (XNH,y)~ A.

b) La sous-variété o(X)* est de codimension 1 dans X*.

Normalité des discriminants (chapitre 3)

Enfin dans le chapitre 3, on donne un théoréme de classification pour les variétés
homogénes dont le dual est une variété normale.

Dimension, degré et singularités de X*

Typiquement, si X est une variété projective lisse alors X* est une hypersurface de
degré élevé trés singuliére (i.e. singuliére en codimension 1). Ces trois propriétés sont vé-
rifiées dés que X est une intersection compléte autre qu'une quadrique lisse. Dés lors trois
questions se posent :

Question 1 : Quelles sont les X lisses telles que X™* ne soit pas une hypersurface ?

Question 2 : Quelles sont les X lisses telles que deg(X™*), appelé aussi codegré de X, soit
petit ?

Question 3 : Quelles sont les X lisses telles que X™* ne soit pas singuliére en codimension 17

Ces trentes derniéres années, I’étude des variétés duales a inspiré des recherches dans
différentes branches des mathématiques. Des constructions géométriques de Fyodor Zak a
I’approche combinatoire des hyperdéterminants de I. M. Gelfand, M. M. Kapranov et A.
V. Zelevinsky, les récents développements de la théorie ont donné naissance & des résultats
aux saveurs différentes.

Une conséquence du fameux théoréme des tangences de Zak est le résultat suivant :
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Théoréme [Zak 1993]. Soit X C P(V') une variété projective lisse non dégénérée. Alors
dim(X*) > dim(X). De plus si X* est lisse alors dim(X) = dim(X*).

Ce théoréme constitue une premiére étape pour étudier la question 1. On appelle défaut
de la variété duale la quantité dx« :==n+a — 1 — dim(X™). Pour X lisse, le théoréme
des tangences nous dit que dxy+ < a — 1. Dans [Ein 1986, Ein 1985], Lawrence Ein s’est
intéressé au cas dx~ = a — 1.

Théoréme [Ein 1986, Ein 1985]. Soit X" C P(V) = P""* une variété projective lisse
telle que a > % alors dim(X*) = dim(X) si el seulement si X est l'une des variétés
sutvantes :

Q! C P2, P! x P! C P21, G(2,5) C P, SI0 C PS5,

Ces variétés sont toutes auto-duales. Ce résultat, sous des hypothéses de codimension
assez grande, classifie les variétés lisses telles que dx+ soit maximal (question 1) et telles
que X* soit lisse (question 3).

Roberto Mufioz dans [Mun 1997, Mun 1999] a classifié, sous les mémes hypothéses de
codimension assez grande, les variétés lisses telles que dx« = a — 2 et dx+ = a — 3. La
condition sur la codimension est liée a la célébre conjecture de Hartshorne sur les inter-
sections complétes. Une réponse positive a cette conjecture impliquerait que le théoréme
de Ein classifie toutes les variétés lisses auto-duales.

La question 2 sur les variétés de faible codegré fut étudiée par F. Zak |Zak 1993,
Zak 2004]. Rappelons que si X C P(V') est une variété lisse telle que degX* = 2 alors X
est une quadrique lisse. F. Zak classifia les variétés de codegré 3 :

Théoréme [Zak 1993|. Il existe exactement 10 variétés projectives lisses non-dégénérées
telles que codeg(X) = 3. Ces variétés sont :

- Pt x P? C PO.

-F, = (P! x P2) N H C P4, une section hyperplane de la variété précédente.

- Les variétés de Severi (i.e. vo(P?) C P°,P? x P? C P%,G(2,6) C P, & = FEg/P, C
]P>26)

- Les projections des variétés de Severi a partir d’un point générique.

La classification des variétés lisses telles que codeg(X) = 4 est encore aujourd’hui une
conjecture [Zak 2004].

Cas des variétés homogeénes

On obtient des résultats plus complets en se restreignant a 1’étude des variétés homo-
geénes. Bien souvent on peut traduire une question géométrique en un calcul sur les racines
et poids qui définissent la représentation ol vit notre variété.
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Ainsi Knop et Menzel [K-M 1987| ont classifié les variétés homogénes X = G/ P telles
que X* soit défective, i.e. n’est pas une hypersurface. Leur résultat fut aussi démontré
par Snow.

Bien que se limiter aux variétés homogénes ne soit pas satisfaisant du point de vue de
la géométrie, il convient de noter que bien souvent les variétés homogeénes apparaissent
comme exemples trés pathologiques lorsque 'on étudie une propriété donnée de X. De
plus des articles récents ont montré que ’étude géométrique des variétés homogénes don-
nait de nouvelles perspectives en théorie des représentations (|L-M 2004]).

Il existe un cas trés particulier de variétés duales (obtenues comme variétés duales
de variétés homogénes) ou la réponse aux questions 1, 2, 3 est connue. Il s’agit des hy-
perdéterminants étudiés essentiellement par Gelfand-Kapranov-Zelevinsky ([G-K-Z 1992,
G-K-Z 1994]). Considérons X = P¥ x Pk2 x ... x Pk ¢ P(CM*H!l @ CRHl @ ... @ CF )
le produit de Segré de r espaces projectifs. Pour r = 2 et ky > ky = n, la variété X
correspond & la projectivisation de la variété des matrices de rang 1. Aprés identification,
VeW* ~V*®W, X* s’'interpréte comme la projectivisation de la variété des matrices de
rang inferieur ou égal a n. Ainsi ’équation qui définit X™* n’est autre que le déterminant.
Pour r > 3 on peut interpréter X comme la variété des multimatrices de rang 1, et si
X* est une hypersurface on appelle hyperdéterminant ’équation de X*. On parlera alors
d’hyperdéterminant de format (k; + 1) x --- x (k. + 1) (voir |G-K-Z 1994)).

Dans |G-K-Z 1992] les auteurs présentent les premiéres propriétés des hyperdétermi-
nants. Le terme ayant un sens seulement lorsque X* est un hypersurface, ils classifient les
produits de Segré tels que dx- = 0. C’est le théoréme 1.3 de |G-K-Z 1992] qui n’est qu’un
cas particulier des résultats de Knop-Menzel. Avec leur théoréme 3.1, les auteurs donnent
une formule récursive pour calculer le degré de X*. Enfin dans [W-Z 1996] J. Weyman et
A. Zelevinsky étudient les singularités de X*. Leur motivation premiére était de classifier
les hyperdéterminants qui ne sont pas singuliers en codimension 1. On résume ces trois
points qui répondent aux questions 1, 2, 3, dans le théoréme suivant :

Théoréme [ théoréme 1.3, théoréme 3.1 [G-K-Z 1992] et conséquences du théo-
réme principal de [W-Z 1996]].
1) L’hyperdéterminant de format (k; + 1) x - -+ x (k. + 1) existe si et seulement si

k<> kpVi=1,...r
i
2) Soit d(ki, ..., k) le degré de Uhyperdéterminant de format (ki +1) X -+ - X (k. + 1)
alors 32, g o d(ky, .. k)2t 2 = (1= 30T 0= Dei(2, 0, 20)) 72 ot eg(z, - 20)
est le i-éme polyndome symétrique élémentaire.
3) Soit Ax un hyperdéterminant de format (ky+1) x --- x (k. + 1), avec r > 3 tel que

Uhypersurface Ax = 0 ne soit pas singuliére en codimension 1 alors le format est (2,2, 2),
ie. X =P x P! x P!,
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Aprés le théoréme de Knop-Menzel, le probléme naturel qui se pose est de classifier
les variétés homogénes dont les variétés duales sont des hypersurfaces dégénérées pour le
lieu singulier (i.e. le lieu singulier est de dimension inférieure & la dimension attendue).
Comme nous Pavons dit, lorsque X est une hypersurface, X, est, en général, une
sous-variété de codimension 1 dans X*. Nous avons donc cherché a classifier les variétés
homogénes dont les variétés duales étaient des hypersurfaces normales (X* étant une
hypersurface, on a I’équivalence entre X* est normale et X* est singuliére en codimension
2, voir [Mum 1968]).

Dans le deuxiéme chapitre, les conditions que 1’on obtient pour I’existence des sections
singuliéres, sont aussi des conditions suffisantes pour que les strates de X* correspondantes
soient de dimension maximale. Une de ces conditions est appliquée au cas des variétés
homogeénes dans le chapitre 3. Ce faisant, on obtient une premiére liste de variétés homo-
génes dont le dual est une hypersurface non nécessairement singuliére en codimension 1.
En complétant ce travail par des calculs basés sur un critére de F. Zak, nous classifions
les discriminants des variétés homogénes pour un groupe de Lie semi-simple, qui corres-
pondent a des hypersurfaces singuliéres en codimension 2. Ce résultat généralise donc a
toutes les variétés homogénes le résultat conjecturé dans |G-K-Z 1992, G-K-Z 1994| puis
démontré par [W-Z 1996 pour les produits de Segré :

Théoréme 3.2.5. Soit X = G/P C P(V)) une variété rationnelle homogéne pour un
groupe de Lie semi-simple GG. On suppose que X* est une hypersurface. Alors X* est
normale si et seulement si X est 'une des variétés suivantes,

X = Q" c P!, la quadrique lisse.

X = uy(P?) ¢ PR progpr ¢ PP (2, 2n) € PCR-L & = OP? ¢ P,
une variété de Scorza.

X =P xQ" c P2+2-1 > 1, G,(3,6) C P, G(3,6) C P, S¢ C P3, & =
E;/P; C P, une variété sous-adjointe, minimalement plongée, obtenue a partir d’une
variété adjointe fondamentale.

X = Xg, C P8, la variété adjointe pour le groupe de Lie G = Gb.

Aprés avoir donné la classification des variétés homogénes dont la variété duale est une
hypersurface normale on peut se poser la question du cas des variétés duales défectives.
Nous concluons cette thése avec le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit X = G/P C P(V)) une variété rationelle homogéne pour un
groupe de Lie semi-simple G. La variété duale X* est normale si et seulement si X est
l'une des variétés suivantes,

X est une variété du théoreme 3.2.5.

X =Pk x P! ¢ PEFOXUED=L 0k > [0 G(2,2n 4 1) € PCHU=L une “fausse” variété
de Scorza.

X =S; C P,

X=Q'xP"CP? m>1.



INTRODUCTION xiii

Certaines de nos preuves du premier chapitre ont necessité des calculs sur ordinateurs
(Maple). Les commandes de ces calculs sont reproduites dans I’annexe A. Enfin dans
notre nouvelle preuve du théoréme de Knop, il a fallu écrire des "chaines de poids" qui
codent ’agencement des racines correspondant aux vecteurs tangents de X. Nous avons
reproduit ces chaines pour les algebres de Lie exceptionnelles dans 'annexe B. Enfin
dans ’annexe 7?7 nous avons résumé sous forme de tableau les propriétés géométriques
élémentaires des variétés des théoréemes 3.2.5 et 3.4.1.
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Chapitre 1

Sur un théoréme de Knop

Dans ce chapitre nous présentons un théoréme de Friedrich Knop sur les sections hy-
perplanes des variétés adjointes. Nous introduisons au cours de cette étude les différents
concepts qui seront essentiels dans le cadre de cette thése : singularités simples, varietés
homogénes, variétés duales. Nous explicitons 1’équation du discriminant des variétés ad-
jointes pour un groupe de Lie classique (proposition 1.2.1) ce qui nous conduit a formuler
une version “duale” du théoréme de Knop. Ce résultat (théoréme 1.2.2) se déduit du théo-
réme de Brieskorn pour les diagrammes de type A — D — F et s’obtient par le calcul pour
les diagrammes B — C' — F' — (. Enfin nous donnons une nouvelle preuve du théoréme de
Knop a partir de notre version duale.

1.1 Diagrammes de Dynkin

1.1.1 Singularités simples

Soit (f,0) le germe en zéro d’une fonction holomorphe f : C* — C. On appellera
singularité la donnée, a transformation biholomorphe prés, d’un tel germe lorsque 9, f(0) =
0 pour tout 7, ou 0; représente la dérivé par rapport a la i-éme variable. Introduisant une
telle relation, il est naturel de considérer O,, ’espace des germes de fonctions f : C" — C
muni de I'action du groupe D,,, ou D, est le groupe des germes de biholomorphismes qui
fixent 0. Une singularité est donc une D,,-orbite dans O,, distincte de ’orbite lisse et dense
des germes non singuliers en zéro.

Définition 1.1.1. Une singularité est dite non dégénérée, ou de type Morse, ot encore
de type quadratique ordinaire lorsque la partie quadratique de (f,0) est de rang n.

Le classique Lemme de Morse (|[Mi 1963|) nous dit qu'une singularité non dégénérée
appartient a orbite de f(21, ..., 2,) = 27+ ...+ 22. Cette orbite est dense parmi les orbites

1
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de germes singuliers. Adoptons pour ’ensemble des orbites de germes singuliers la notation
Sn = On \ On, lisse-

La définition d’une singularité implique que le corang est un invariant et, dans le cas
particulier ou celui-ci est nul, il la caractérise complétement. Il existe une version gé-
néralisée du Lemme de Morse ([Mi 1963, Ar 1972]) que I'on peut formuler de la maniére
suivante : une singularité [(f,0)] € S,,/D,, de corang k, correspond a ’orbite d’une fonction
de type g(21, ..., zx) + 2} e s +22. On définit une relation d’équivalence entre singularités
qui n’ont pas le méme nombre de variables, en rajoutant des termes quadratiques. Ainsi
on dira que (f,0) et (g,0) sont stablement équivalentes.

Un invariant essentiel dans 1’étude des singularités est le nombre de Milnor, ;. Rap-
pelons ici sa définition algébrique :
Soit Iny = O, < 01 f,...,0,f > I'idéal gradient de f, alors

n = dimc(l)n/[Af
Remarque 1.1.1. Pour une définition et une approche topologique de p voir [Mi 1968].

Il est bien connu (JA-G-L-V 1998]) que

1(f,0) < oo < (f,0) est une singularité isolée.

Les singularités de Morse sont les singularités les moins complexes que l'on puisse
imaginer. Elles sont complétement caractérisées par la hessienne d’'un représentant de la
classe et forment une orbite dense parmi les autres classes de singularités. En particulier si
(f,0) est un point de I'orbite des singularités de Morse, un voisinage suffisament petit de
(f,0) dans S,, est toujours contenu dans I'orbite de (f,0). En d’autres termes, perturber
(f,0) dans S,, ne change pas la classe de (f,0). Les singularités simples au sens d’Arnold
sont les singularités qui peuvent changer de classe aprés perturbation, mais seulement un
nombre fini de fois.

Définition 1.1.2. [(f,0)] est une singularié simple lorsque tout voisinage suffisament
petit de [(f,0)] intersecte seulement un nombre fini d’orbites disctinctes de [(f,0)].

Il existe bien des facons de définir et d’introduire les singularités simples (|[Du 1979]).
Nous avons choisi I’approche d’Arnold car nous utiliserons, lorsque nous proposerons une
nouvelle preuve du théoréme de Knop, la caractérisation qu’il introduit dans [Ar 1972].

En effet, Arnold classifie les singularités simples en montrant qu’étre simple implique
des restrictions sur p, sur le corang de Hess(f,0) et sur les termes cubiques de (f,0).
Plus précisément il montre que :

- le corang ne peut exéder 2,

- dans le cas ou le corang est égal a 2 le terme cubique ne peut étre nul,
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- p doit étre fini (avec u < 9 lorsque le terme cubique est un cube).

Réciproquement Arnold montre que les germes ainsi caractérisés sont simples.
Ceci conduit a la liste des formes normales :

An Dn E6 E7 ES
"t pay? 23yt By 34
n=n n 6 7 8

Ces formes normales sont bien stablement équivalentes aux surfaces de Klein.

La derniére notion, que nous voulons rappeler, est celle de discriminant d’une singu-
larité. Soit (f,0) une singularité et I, son idéal gradiant. Notons par gy, ..., g, une base
de O, /I,. On peut déformer notre singularité de la fagon suivante :

F(z,A) = f(z) + S, Ngi()

Une telle déformation est dite miniverselle (|[Ar 1975, A-G-L-V 1998|). Maintenant
considérons Af(Aq, ..., \,) = A(F(x, A)) le discriminant de F'(x, A). L’hypersurface définie
par Ay paramétrise les déformations singulieres de (f,0) et caractérise ainsi (f,0) (un
résultat de Wirthmiiller [Wu 1980] montre qu’une singularité isolée d’hypersurface est
déterminée, & transformation biholomorphe prés, par le discriminant de sa déformation
miniverselle). Retenons 1’exemple suivant :

Exemple 1.1.1. Soit (f,0) une singularité simple de type A,. C’est a dire f ~ x™ .
O/, =<1,z,.,2""" >, donc une déformation de 2" est "' + Mzt + .. 4 \,.
Son discriminant est alors donné par I’équation :

A" a2 M) =0, (1.1)

On notera ¥4, U’hypersurface definie par A n+1.

1.1.2 Le théoréme de Knop

La théorie des représentations des groupes et algébres de Lie a pour pendant géomé-
trique 1’étude des variétés homogénes. A GG un groupe de Lie semi-simple complexe de
rang 7 et V), une représentation irréductible de dimension finie, définie par le poids A, on
associe une variété projective irréductible de la fagon suivante : notons v, € V) un vecteur
de plus haut poids de la représentation, alors GG.vy, C V) est une orbite fermée et conique
(ces propriétés caractérisent I'orbite). On obtient ainsi une variété projective homogéne
X\ =G.[v] = G/P C P(V,) qui ne dépend que de g, 'algébre de Lie de G.

Lorsque G est un groupe de Lie simple complexe et V), = g, i.e. on considére la
représentation adjointe de GG, on obtient la variété Xg = G.[vy] C P(g). Cette variété
projective est appelée variété adjointe de G.



4 Chapitre 1. Sur un théoréme de Knop

27A2 4 4)3

F1G. 1.1 — discriminant pour la courbe y = 23

Soit hy € g un élément régulier nilpotent, c’est a dire un élément nilpotent tel que
dimg™ = dim({Z € ¢|[Z, ho] = 0}) = r et soit B(,) la forme de Killing de g. On considére
I’hyperplan de P(g) défini comme suit :

Ho = {[u] € P(g), B(u, ho) = 0}
On note enfin I' le type de G. Le théoréme de Knop s’énonce alors :

Théoréme 1.1.1 (Knop [Kn 1987] Théoréme 3.1). Soit ['* le sous-diagramme des
racines longues de T'. La section hyperplane Xg N Hy C Xg C P(g) a un unique point
singulier, et c’est une singularité simple de type I'*.

En particulier si G est de type A, (resp, D,,, Es, E;, Es), alors la section hyperplane
correspondante a un unique point singulier de type A, (resp, D,, Eg, Fr, Eg). De plus
Knop montre aussi (théoréme 4.7) qu’il existe une correspondance préservant le type, entre
les sections hyperplanes de X dont les singularités sont isolées, et les sous-diagrammes
de I'™.

Knop prouve son théoréme en introduisant des invariants qui caractérisent les singu-
larités simples (caratérisation de Saito [Sa 1971]) et en calculant au cas par cas la valeur
de ces invariants pour la section hyperplane X N H,. En essayant de donner une nouvelle
preuve de ce théoréme nous avions trois objectifs :

1) prouver uniformément le théoréme, c’est a dire éviter le calcul au cas par cas.

2) comprendre géométriquement, pourquoi Hy est le bon hyperplan dans la construc-
tion de Knop.

3) comprendre un peu mieux les liens entre singularités et algébres de Lie de méme
type.
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Comme nous le verrons notre preuve ne peut se passer du calcul au cas par cas dans
sa derniére étape, mais nous avons pu remplacer 1’utilisation d’invariants sophistiqués par
des calculs élémentaires. De plus ces calculs nous apportent des informations nouvelles
sur le noyau de la partie quadratique de X N Hy. Pour ce qui est du point 2), nous allons
donner une construction qui nous permettra d’interpréter géométriquement Hy. Enfin a
la fin du chapitre nous ferons des commentaires sur le point 3).

1.2 Variétés duales

Comme nous 'avons rappelé dans I'introduction, la variété duale est en général une
hypersurface. Lorsque c’est le cas, I’équation Ax qui définit X* est appelée discriminant
de X ([G-K-Z 1994]). Cette terminologie met en avant le fait suivant : lorsque X est une
variété lisse, alors X* paramétrise exactement les sections hyperplanes singuliéres de X.
En effet par définition de X*, H € X* implique que la section X N H est singuliére. Si
on suppose X lisse alors comme H ¢ X* implique H intersecte X transversalement on
obtient X N H est une section lisse si et seulement si H ¢ X*.

1.2.1 Discriminants des variétés adjointes

Dans cette section nous allons expliciter le discriminant des variétés adjointes pour les
algébres de Lie classiques. En particulier nous établissons pour les types A, et D, une
relation entre Xg; et X (ou par abus de notation ¢ est le discriminant d’une singularité
simple de méme type que le groupe de Lie G).

Le cas A,

Dans le cas ou g = sl,,.1C la variété adjointe est :
XSLn.H(C = (]Pm X ]Pn) N Htrace:O C P(5[n+1(C).

X4, s’interpréte comme ’ensemble des matrices de trace nulle et de rang 1. La forme
de Killing est définie par B(C, D) = tr(*C'D). On identifie ainsi sl,,1C et son dual.

Cherchons une expression du dual de X,4,. Pour cela notons x = e ® f* un point de
P" xP* C P(V®V™). La condition de trace nulle revient a dire que f*(e) = 0. Maintenant
que nous savons décrire un point de X4, nous pouvons calculer I’espace tangent de X4,
au point x en utilisant la régle de Leibniz :

dle® f*) =v® f*+e®w*, ou v est un vecteur quelconque de ker(f*) et w* un vecteur
quelconque de et C V*. Sous forme matricielle on a donc pour un choix d’une certaine
base :
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0 .. 01
0 .. 00
Tr =
0 .. 00
a * %
j;)(An _ 0 0 X
0 ... 0 —a

H tangent en x, impose les conditions suivantes :

trace("tHz) = 0

trace(tHy) = 0,Y y € T, X4, .

En particulier si H est une matrice de trace nulle admettant une valeur propre double
alors H € X7 . Or I'ensemble des matrices de trace nulle ayant une valeur propre double
est une hypersurface : les valeurs propres de H sont les racines du polynéme caractéris-
tique Qp = det(H — M d), et ce polynome a une racine double si et seulement si son
discriminant est nul, A(Qy) = A(det(\""'Id+ H)) = 0. Comme X est irréductible, les
deux hypersurfaces coincident. Nous avons donc pour équation de X7 :

Ax, (H)=AQn) = A(det(\""'I;+ H))) =0

ce qui donne en développant

Ax, (H) = AN 4 Py(H)A" ' 4 .+ Py (H)) =0 (1.2)

ou les P; sont les sommes des i X i principaux mineurs de H (P étant la trace, ici nulle,
et P,.1 le déterminant). Rappelons enfin que les P; sont les générateurs de I’algébre des
polynémes SL, -invariants sur sl,,,1, i.e. C[sl,41]°%+ = C[Py, ..., Poi1].

Par la suite nous allons exploiter la “ressemblance” entre les expressions (1.1) et (1.2).
Plus précisément nous remarquons la chose suivante, il existe une application SL,, -
invariante (le quotient de sl,,; par le groupe SL, 1),

G sl — C"=sl,11//SLyia

définie par les générateurs de C[sl, ] n+1,

() = (Py(x), .o, Para (x))

avec

O(X; ) =34

nt
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Le discriminant des variétés adjointes (pour les groupes de Lie classiques)

Revenons au cas ou X = Xg C P(g) est une variété adjointe pour un groupe de
Lie simple complexe G. Ici nous suivons la présentation de [Te 2004] pour décrire le
discriminant de X¢. Soit = € g, le polynéme caractéristique de I'opérateur adjoint ad(z) =
[z, ] est,

dim(g)

Q. = det(tId — ad(z)) = Y t'Dy(x).

=0

Si r est le rang de g alors on a pour tout z, dimg® > r. Donc 'opérateur ad(x)
admet 0 comme valeur propre avec multiplicité au moins r. En particulier cela implique
Dy(x) = Di(z) = ... = D,_1(x) = 0. Le premier polynéme non nul est donc D,.

Nous avons D,(x) # 0 si et seulement si = est régulier semi-simple. Or un élément
x semi-simple est régulier si et seulement V o € R on a a(z) # 0, ou R est ’ensemble
des racines de g. Ceci permet, sous Iisomorphisme de Chevalley, Clg] ~ C[ph]", de
reconnaitre D, comme le produit des racines

Dy = H a = =£( H «)? a scalaire multiplicatif prés.
aER a€Rt

Sous 'action du groupe de Weyl, W, ce polynéme n’est pas irréductible lorsque le
diagramme de Dynkin I' de G admet des racines longues et courtes. On a donc

Drjy=DypDegy = [ o I] @

aER; aER,

ou R; est I’ensemble des racines longues de g et R. I’ensemble des racines courtes. Le lien
avec le discriminant de X est le suivant

Théoréme 1.2.1 (Tevelev [Te 2004], Omoda [Om 2000]). Aprés avoir identifié g
et g* via la forme de Killing, on a

Ax, = D.

On propose une nouvelle preuve de ce théoréme que ’on déduit du lemme suivant. Ce
lemme simplifie les arguments de [Te 2004] et [Om 2000], et donne en plus des informations
supplémentaires pour les autres orbites nilpotentes :

Lemme 1. Soit v € g un vecteur nilpotent, on note X, = P(G.v) C P(g). Aprés avoir
identifié g et g* par la forme de Killing, on note Y C P(g*) Uhypersurface définie par
D, =0, alors X; C Y.
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Démonstration. g = b @acr o, €t soit v un élément nilpotent. A conjugaison prés on
peut supposer v € @acr, fa, OUl [7; est I'ensemble des racines positives. Donc il existe
des vecteurs propres {Z,, }icr pour des racines positives, a;, tels que v = ). Z,,. Soit
i€, alors [Z_,,,v] € T, X,. Cet élement de g a pour partie semi-simple he, = [Z_ai, Z)-
Soit H € X7, alors T,X, C H et donc [Z_,,,v] € H. En notant H = B(h,.), il vient
B(h,[Z_q,,v]) = 0. Pour les parties semi-simples de h et [Z_,,,v], la derniére égalité
implique «;(hs) = 0, ce qui signifie D,.(hs) =0, i.e. H €Y. O

Démonstration. (du théoréme) On applique le lemme a l'orbite définie par le vecteur de
plus haut poids, v = Z;. Donc on obtient &(hs) = 0. Le plus haut poids est une racine
longue, d’ou cette fois D;(hs) = 0. Enfin pour les variétés adjointes on sait que XJ est
une hypersurface, donc X, C Y implique I’égalité.0]

Déduisons de ce théoréme une expression du discriminant de X, lorsque G est une

algébre de Lie classique.
Les algébres de Lie classiques peuvent se décrire comme suit :

sl,C = Mat®(C) := {A € Mat,(C)|trace A = 0}

A B G
500,11 C={[C —-AT H| € MatJ,.,(C)
E F 0

|A,B,C € Mat,(C),B" = -B,C" = -C,E" = -G, F' = —H}

5p,,,C = {(é iT> € Maty (C)|A,B,C € Mat,(C),B" = B,CT =C}

509, C = {(é —iT) € Maty (C)|A, B,C € Mat,(C), BT = -B,CT = -C}

On peut donc parler de la restriction des P, = somme des ¢ X ¢ principaux mineurs.
Pour chaque algébre de Lie classique ces polynémes engendrent C[g]¢ (voir [Po 2002]).
Dans le cas particulier de D,,, P, le déterminant n’est pas irréductible, P, = Pf? et le
polynome P f est appelé Pfaffien.

On obtient alors,

Proposition 1.2.1. Une équation pour le discriminant de Xq est :

Type A,, Ax, (x) = A" 4+ Py(x)t"* + .. 4 det(z)) =0

Type By, Ax, (v) = A(t" + Py(x A + vt Pop(z)) =0

Type Cy, Ax,, (x) = A(t* + det(z)) =

Type D, Ax, (v) = A(t" + Py(x)t"~ 2 + oot Pop_o(x)t + Pf?(x)) = 0.
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Démonstration. Le cas A, a été traité, voir I'équation (1.2).

Le cas C), se traite aisément. En effet, soit V' un espace vectoriel complexe de dimension
n, alors sp,, ~ S?*(V). Sous cet isomorphisme, la variété adjointe Xg,, s'identifie a
vo(P"™1) la variété des matrices symétriques de rang 1. Sa variété duale correspond alors
a la variété des matrices symétriques de rang au plus n dont une équation est donnée par
le déterminant. Or A(t? + det(z)) = 0 est une autre fagon d’écrire det(z) = 0.

Pour le cas B, nous adoptons les notations de [Fu-Ha 1991|. Soit M € s09,.1, &
conjugaison prés, on peut par la décomposition de Jordan écrire M la partie semi-simple
de M sous la forme,

A 0 0
My={[0 —AT 0] € Maty, ,|A € Mat,, A = diag(\,..\,)}-
0 0 0

Soit a une racine longue, d’aprés la déscription donnée de s04, 1 et celle de ses racines
donnée dans |[Fu-Ha 1991|, on a

Oé(Ms) = )\z + )‘j-

Donc I’équation du discriminant que ’on a par le théoréme est

DMy =[] £

1<i<j<n, i#j
Considérons maintenant P, le polyndéme caractéristique de M
det(M + tId) = > + Py (M)t*" ' 4 Py(M)t*" 2 + ...+ P,_ (M)t

(rappel trace = 0, et P, = det = 0). Ce polynome admet 0 comme racine puisque
det(M) = 0. Si on considére

2" Py (M) 2 4+ Py(M)E*" 2 4 ...+ P, (M),

on obtient un polynéme qui a comme valeurs propres \;, —\;. Faisons le changement de
variable 7' = t2, on obtient un nouveau polynome,

T" + P(M)T" ' + Py(M)T" ? 4 ... + P,_1(M)

qui a comme valeurs propres A\?, et donc si on considére son discriminant (produit du
carré de la différence des racines), on obtient

A(T" 4+ P (M)T™™ + Poy(M)T" % + ... + P,_1(M)) =

[T o:=x2= JI QitN)’=Di(M).

1<i<j<n, i#j 1<i<j<n, i#j



10 Chapitre 1. Sur un théoréme de Knop

Pour M € s0,,C, on note M, sa partie semisimple,

M, = {(g1 —?4T> € MatS |A € Mat,, A = diag(\,..\n)}.

Soit a une racine, d’aprés la déscription donnée de s0,,, on a
Le théoréme implique,

DMy =[] uEN™

1<i<j<n, i#j

Considérons maintenant P, le polynéme caractéritisque de M

det(M + tId) = t*" + Py(M)t*" % + Py(M)#*"™* + ... + Pf*(M)

(naturellement pour ¢ impair on a P;(M) = 0). Ce polynoéme a pour valeurs propres \;
et —\;. En faisant le méme changement de variables que précédemment on a un nouveau
polynome,

T+ Py (M)t" ™ 4 Py (M) % + ... + Pf2(M),

dont les racines sont \?, d’ou

AT+ Py(M)T" ' + Py(M)T" > + .+ PfP(M) = [ =X

1<i<j<n,i#j

= JI Gi£x)*=D(M,).0

1<i<j<n,ij

Le cas D,

Nous voulons faire ici les mémes observations pour les discriminants (au sens d’équa-
tion d’une variété duale et au sens de discriminant d’une singularité) de type D, que
pour les discriminants de type A,,. Nous allons mettre en évidence une application SOs,-
invariante de so0,,, dans C" avec les propriétés voulues.

Le discriminant de X0, est d’aprés ce qui précéde A(t" + Py (2)t" 2+ ...+ Py _o(x)t +
Pf%(z)) =0 ou les Py, 0 <i < n et le Pffafien Pf sont les générateurs de C[sos,]59>".

L’application ¢ devient,

d : 509, — C"
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B(r) = (Po(e), Pa(a) ., Pono(w), 5 P (@)

L’image par ® de X§02n est une hypersurface Y défine par

1
A"+ art" o+ apt + (ia”>2) =0.

Ainsi X est caractérisée par,

t" + alt"_l + ...+ Cl,nflt —+ (%an)z =0

1.3
nt" '+ (n—1at" 2+ ...+ a,1 =0 (1:3)

(a1, as,...,a,) € ¥ < 3t tel que {

Une singularité de type D, a pour forme normale 2"~ ! + zy?, et une déformation
miniverselle est donnée par,

F(z,y,a1,...,an) = 2" '+ 2y* + 10" 2 4 ... + o + Gp_1 + any

donc une équation pour Ygn-1,,2 est

A" P+ oy + a2 2+ 4 ap 9T+ ap_1 + any) = 0.

On obtient ainsi comme caractérisation de Mgn-1, .2,

(a1,ag, ..., an) € Lyn—144y2 < 3 (z,y) tel que

2Py a4 apo® F Apq +apy =0
(n—12"24+y*+(n—2)a 2" 3+ ...+ a, =0 (1.4)
22y +a, =0

Montrons que X = Y n-14,,2.

On suppose a,, # 0. Soit (ag, ay, ..., a,) € 3, et notons par ¢, la valeur de t telle que
les conditions (1.3) soient vérifiées. On a ¢y # 0 puisque I'on suppose a, # 0. Alors pour
le couple (z,y) = (to, —5*), (ao, .., a,) satisfait les conditions (1.4). Réciproquement si

(0, Y0) est une solution de (1.4) alors comme a, # 0, nécessairement yo = —3= et on
peut montrer que pour ¢t = zo, (ay,...,a,) est solution de (1.3). Ceci montre 1'égalité

lorsque a,, # 0.

Supposons maintenant a,, = 0, alors si (ay, as, ..., a,) € ¥ pourt = tyona (a,as, ..., a,)
€ Yyn-144y2 pour (z,y) = (to,0). Réciproquement on suppose (ay, ..., a,) satisfait (1.4)
pour un couple (zg,v), avec a, = 0. On peut supposer a,_; # 0, sinon pour ¢t = 0
(ay,...,a,) satisfait (1.3). Donc si a,_1 # 0, alors yp = 0 et pour ¢ = x, on montre que
(ai,...,a,) € X. Ce qui donne ¥ = ¥ n-1 2.
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Remarque 1.2.1. On voit dans l’exemple D,, que le fait que le Pfaffien soit un des
générateurs de l’algébre des polyndmes invariants est primordial pour les rapprochements
que l’on souhaite mettre en évidence. En effet si linvariant de plus haut degré etait le
déterminant alors il n’y aurait pas de terme au carré dans le discriminant qui définit 3.
Or c’est la présence de ce terme qui permet d’identifier ¥ et Xp,,.

1.2.2 Version duale du théoréme de Knop

Comme nous ’avons vu le théoréme de Knop permet de construire une singularité
simple a partir d’une variété adjointe. Le type de cette singularité correspond alors au
type du sous-diagramme des racines longues de 1’algeébre de Lie considérée. Le théoréme
que nous allons énoncer permet, comme cela vient d’étre montré dans les cas A, et D,,, de
construire le discriminant d’une singularité simple & partir du discriminant de la variété
adjointe. La encore la singularité simple, dont on obtient le discriminant, a le méme type
que le sous-diagramme des racines longues. Avant d’énoncer le théoréme nous devons faire
quelques rappels sur le quotient de g par ’action adjointe de G.

Le quotient g — g//G est obtenu comme morphisme dual au morphisme d’inclusion
Clg] « C[g]®. L’algébre des polyndémes G-invariants sur g est engendrée par r poly-
nomes G-invariants et algébriquement indépendants, Py, ..., P.. On peut donc identifier
I’application quotient avec I’application polynémiale suivante,

P:gr—C ~g//G
®(2) = (P1(2), Po(Z),..., P (2)).

Les P; ne sont, en général, pas définis de maniére unique. Pour un autre choix de
générateurs on identifie ’application quotient avec une nouvelle application polynémiale
¥ : g — C". L’existence d’un changement de base au niveau des générateurs implique
Pexistence d’un difféomorphisme tel que Cj ~4; ¢ Cf. Ainsi les images de ® sont définies
de maniére unique a une certaine classe de diffeomorphismes prés (i.e. les diffeomorphismes
qui sont construit & partir d’'un changement de bases sur les générateurs de C[g]“). Dans
le cadre du théoréme qui suit, ceci n’est pas une restriction pusique X+ n’est définie qu’a
difféomorphisme prés.

Enfin on ordonne les P; pour le degré, i.e. 1 < j = degF; < degP;, et si I' contient n
racines longues, on considére L = C* C C" ~ g//G P’espace linéaire correspondant aux
r —n premiéres coordonnées égales a 0.

Théoréme 1.2.2. Soit g une algébre de Lie de type I' et soit I'* le sous-diagramme
des racines longues. Soit X¢ C P(g) la variété adjointe et X C P(g*) sa variété duale.
En identifiant g ~ g* par la forme de Killing, on considére le cone Xg; Cgt~g, et son
image via application quotient @(Xg) C C". Alors,

O(XH)NL =Y CC
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Preuve du théoréme pour les diagrammes A — D — F

Toutes les racines du diagramme I" étant longues, on a I' = I'* et donc L = C".
Le théoréme de Chevalley conduit a l'interprétation de ® suivante (voir [Kos 1963]) :

g-rg— h/W
N,

ol 7 envoie un élément x € g sur sa partie semi-simple et ¢ est I’application quotient
de h ~ C" dans son quotient par le groupe de Weyl W. Une W-orbite dans f ~ C" est
réguliére lorsqu’elle contient le nombre maximal possible de points. On a au sujet de cette
derniére application, le résultat suivant attribué a Brieskorn [Br 1970, Sl 1983] :

Théoréme 1.2.3. La variété des orbites irréquliéres pour un groupe de réflexion W de
type A— D — E agissant sur C" est isomorphe a lhypersurface donnée par le discriminant
associé G une singularité simple de méme type que W.

Remarque 1.2.2. Comme nous lexpliquerons dans la section 1.3.2, ce théoréme est une
conséquence du théoréme de Brieskorn cité en introduction [Sl 1993].

Par définition h € b vérifie a(h) = 0 pour une racine a € R, si et seulement si W (h)
n’est pas une orbite réguliére. Plus précisément, les orbites irréguliéres sont du type W (h)
lorsque h appartient & un hyperplan définissant une symétrie s, € W. L.e. 'ensemble des
orbites irrégulieéres de h correspond & la reunion des hyperplans définis par a = 0, o € R.
Donc ¢(Uper{a = 0}) = Ly, out Ly est le discriminant d’une singularité simple de méme
type que W.

D’aprés la déscription que le théoréme 1.2.1 donne du discriminant, on a W(Xg) =
Uaer{a = 0}. On obtient donc comme conséquence du théoréme 1.2.3,

Corollaire 1. Soit g une algébre de Lie simple de type A— D — E et de rang r. Notons
Yo C C" Uhypersurface donnée par le discriminant associé a une singularité simple du
méme type que G. Alors en identifiant g* ~ g Uapplication quotient, ¢ : g* — C", donne
O(X) ~ g

Preuve du théoréme 1.2.2 pour les diagrammes B—-C — F — G

Nous allons procéder au cas par cas. Considérons d’abord le type B, et C,.. Les équa-
tions des variétés duales sont respectivement A(t" + Po(z)t™ ! + ... + Py (x)) = 0 et
A(t? + det(z)) = 0. Ces deux équations définissent une hypersurface dans C” via l’ap-
plication quotient ®. En notant )\; les coordonnées de C”, on obtient les hypersurfaces
définies par A(t" + Mt '+ ...+ \.) = 0 et A(t> + \,) = 0. Le diagramme B, a une
seule racine courte, on doit alors considérer I'hyperplan A\; = 0 et donc I'équation de
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CID(XE”) N L C L est donnée par A(t" + X\ot" 2 + ... + A,) = 0 qui est bien 1'équation
de ¥4, ,. Le diagramme C, a r — 1 racines courtes, L correspond alors au sous-espace
de C" défini par \; = ... = \,_; = 0. Ainsi CD(XET> N L C L est donnée par I’équation
A(t* + X;) = 0 dans C}_ce qui correspond bien & ¥,,.

Le cas (G se résume aussi a une astuce comme le cas C,. En effet I’équation du
théoréme 1.2.1 nous dit que Ag, est un polynome Gs-invariant, irréductible et de degré
6. Or d’apres les tables de [Bou 1968, P-V 1989] nous savons que ’algébre des polynomes
invariants C[g,]“? est engendrée par un polynéme de degré 2 (la forme de Killing) et un
polynéme de degré 6. On peut donc choisir (toujours aprés identification g ~ g3), pour
P, le polynome Ag,. Ainsi @ : g5 ~ g, — C? est donnée par ®(z) = (Py(z), Pa(x)),
et CID(X'EQ) correspond & la droite de C* définie par Ay = 0. Le diagramme G, a une
seule racine courte, donc L = Cj . Ainsi (IJ(X&) N L = {0} € C, ce qui encore une fois
correspond & X4, .

Pour le cas F} il faut faire un peu plus de calcul. Soient Py, P», P35, P, 4 générateurs
de C[f4]™ tels que deg(P,) = 2, deg(P») = 6, deg(P;) = 8, deg(P;) = 12. Comme
dans [Fr-Hu 1999| ot des calculs similaires ont été fait (les auteurs ont ainsi calculé une
expression pour le dual de la quintique invariante de Cleg)®¢), on peut choisir

P = Zoﬁ, P = Za6, P; = Zag, Py = Zau.
aER acR acR acR
Ce sont bien des polynomes irréductibles et invariants sous le groupe de Weyl et ils ont
le degré voulu. Le diagramme F); a deux racines courtes, ainsi pour connaitre ®(Xz, )N L
il nous faut calculer [], ., « en fonction des P; puis éliminer tous les facteurs contenant
P, ou P,

Lemme 2. Sous les hypotheses précédentes et en supposant que P, = P, = 0 nous avons
[locr, @ = mP3 +nP}, avecm # 0 et n # 0.

La preuve de ce lemme utilise des calculs fait par Maple avec le package Grobner.
Nous les avons reproduit dans I’annexe A.

Ce lemme implique donc ®(X5,) N L = {(A2, A3) € C2mA3 + n2 = 0} C C?, avec
m # 0 et n # 0. Or on a vu avec la figure (1.1.1) que X4, était définie par 27\ +4\3 = 0
donc & un changement de variables prés on a bien, (IJ()A(;l) N L = X¥4,. Ce qui achéve la
preuve du théoréme. O

1.3 Une nouvelle preuve du théoréme de Knop

1.3.1 Preuve

Pour finir nous allons utiliser le théoréme 1.2.2 pour redémontrer le théoréme de Knop.
Comme nous ’avons dit au tout début de ce chapitre, Arnold a montré qu’une singularité
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simple (f,0) était définie par p son nombre de Milnor, le corang de Hess(f,0) et par la
partie cubique de sa restriction sur le noyau de Hess(f,0). Notre stratégie est donc de
calculer successivement, le nombre de Milnor, la partie quadratique et la restriction de la
partie cubique de I’équation qui définit X N H,.

Lorsqu’une section hyperplane X N H a un nombre fini de points singuliers, on définit
son nombre de Milnor comme suit,

WXNH)= > p(XNHuz).

:L‘ie(XﬂH)sing
Le lien avec les variétés duales est exprimé par le résultat suivant :

Théoréme 1.3.1 (Dimca [Di 1986], Parusinski [Pa 1991]).
Sous les hypothéses précédentes,

w(X NH)=multg X*
ot multyg X™* correspond a la multiplicité de X™* au point H.

Remarque 1.3.1. [] existe une défintion plus générale de (X N H) qui reste valide
lorsque les singularités ne sont pas isolées, voir [Pa 1988, Pa 1991]. Le théoréme précédent
a €té aussi généralisé par A. Parusinski au cas des sections dont le lieu singulier est non
1S0l€.

e Calcul de u(X¢ N Hy)

Lemme 3. Soit X¢ C P(g) une variété adjointe. Soit Hy un hyperplan défini par un
élément régulier nilpotent hy. Alors X N Hy a un unique point singulier.

Démonstration. Un élément régulier nilpotent hy est contenu dans un unique borel b C g
(rappelons que pour un choix d’ordre sur les racines on définit une sous-algébre de borel
de g en posant b = h B (Bpcp+ga))- Or le centre du nilradical d’un borel est de dimension
1 ([Hu 1995, Kna 1996]). Donc il existe un unique, a un scalaire prés, vecteur v tel que
B([g, hol,v) = 0 (ot B(,) est la forme de Killing). Par invariance de la forme de Killing,
on a B(hg,[g,v]) = 0. Donc Hj est tangent & la variété G.[v] en un unique point [v]. Il
reste & voir que v est un vecteur de plus haut poids pour identifier G.[v] et Xg. Pour
cela on choisit une base de racines simples, aq, ..., o, avec pour vecteurs propres corres-
pondants Z,,, ..., Z,,, on note & la plus haute racine de g et son vecteur propre associé
vg. L’élément hg = Z,, + ... + Z,,, est régulier nilpotent, et on a bien B(hg, [g,vs]) = 0
puisque [g,vz] C b. O

Nous noterons v C g I’ensemble des éléments réguliers de g. C’est a dire que x € t &
dim(g®) =r.
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Lemme 4. Soit H C C" une hypersurface quelconque définie par f =0, soit HcCg ~ g
Uhypersurface donnée par f o ® = 0. Alors on a pour x € H N, régulier, mult, H =
multe )y H.

Démonstration. On suppose 2 € H Nt et on note y = ®(z). La régle de la chaine
donne 9;(f o ®)(x) = >_,0;f(y).DP, ;(x) ot DP,;; = (0;F);j- Un théoréme de Kostant
(|[Kos 1963], Theorem 0.1) assure que DP, ;(z) est de rang maximum si et seulement si
x € t. On en déduit que = est singulier pour f o ® si et seulement si y = ®(z) est
singulier pour f. Supposons maintenant que y soit de multiplicité k, en prenant les dérivés
successives de f o ® on a bien que x est aussi de multiplicité k. O

Lemme 5. Soit X, C g* ~ g et soit N(g) ~ N(g*) le nilcone de g. Si g est une algebre de
Lie simple de type I' dont le diagramme posséde n racines longues alors multyy g, .. X& =
n.

Remarque 1.3.2. On a bien N(g*) C X puisque par définition si x € N(g*) alors z et
nilpotent et donc sa partie semi-simple x4 est nulle. Il vient alors A(x) = HaeRl a(0) = 0.

Démonstration. 11 suffit de rappeler que 9(g) est défini par P, = ... = P, = 0 et que de
plus N(g)1isse = N(g)Nt. On applique le lemme précédent au point (0,0, ...,0) = &(N(g)) €
®(X2) = H. Lorsque G est de type A— D — F, alors ®(X}) = Y¢ et X étant le discrimi-
nant d’une singularité simple telle que p = n, on en déduit que mult(, ... 0)Xe = n. Lorsque
G est de type B—C' —F —G on a aussi mult (g, oyH = n. En effet, H est donnée par un po-
lyndme en \q, ..., A\, et X« est la section de H obtenue en prenant \y = ... = \,_,, = 0. Or
les \; pour ¢ < r —n viennent de polyndmes invariants de degrés inférieurs aux polynémes
P; pour j > r —n. Le polynome Ax_, étant homogeéne, les monémes faisant intervenir des
A; avec © < r — n seront toujours de degré supérieurs aux mondmes ne faisant intervenir
que des \; pour j > r—n (de tels monomes existent pour les polynémes que I’on considére
ici). Ainsi pour un tel polyndéme, on ne change pas la multiplicité de I'origine en imposant
A= ... A =0. Donc mult,. . oyH = multq,. 02X =n O

Rappelons que si hg est un élément régulier nilpotent, alors DM(g)isse = G.ho. En
combinant les lemmes ci-dessus on obtient grace au théoréme 1.3.1,

w(X N Hy,z) =n.

Remarque 1.3.3. Ce calcul de u(X N Hy, z) explique pourquoi Hy est le “bon” hyperplan
dans la construction de Knop. C’est en effet I’élément régulier dont [’orbite est envoyée
sur le point le plus singulier de Y.

e Calcul de la partie quadratique de X N Hy

Considérons X C P(V) une variété projective munie de coordonnées locales au point
r € X, telles que X soit donnée par
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(11, Ty ooy Ty, [0, o )5 oo, [T (20, o0, ), avee @ = (0, ..., 0).
On a alors T, X = {0,,} et NXX = {df*}, et on définit la seconde forme fondamentale
de X en x en coordonnées par,

02 fr
Iy, = th% odr; ® Opu € SQT;X ® N, X.
(A4}

On envisagera souvent par la suite /]y, comme I’application,
Ilx,: NX — S?TFX

IIx.(H) =QJ.

Ici QF est la partie quadratique de X N H au point = et H représente a la fois un
hyperplan de P(V) ainsi que la forme linéaire correspondante. Le rang de I1x ,(Hy) est
donc le premier invariant de X N H, qu’il nous faut calculer. Pour cela on utilise la filtration
par les espaces osculateurs,

icT,XcTPX c..cTPWX cTHYX =V.

Lorsqu’on a une représentation de groupe (V),G) et que X = G/P = G.[v,], cette
filtration s’explicite a I’aide de l’identification suivante,

O X = gy,

UX

ot gV =g/ {z@y+y®z—[7,y]|r,y € g} pour i > 2 et gV) =g.

Ainsi IIg)p,, (N} G/P) = g®v, mod gv,. Dans notre situation ot X = Xg est la
variété adjointe, notons & la plus haute racine, on a

ITx 0, (Ho)(Z1va, Zova) = Blho, Z1Z5v5).

Supposons que Zyvz = [Z1,vs] soit une direction dégénérée pour Q{fio = IIx, ., (Ho),
alors on doit avoir pour tout Z € g,

B(ho, [Z, [Zl,’l}d]]) = 0

ce qui par invariance de la forme de Killing revient & dire que V Z € g,
B(Z7 [h07 [Zlavd]]) = 0.
Mais la forme de Killing est non dégénérée donc 1’égalité précédente implique
[ho, [Z1,va]] = 0.

On en déduit une caractérisation des directions dégénérées de Qfdo,
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ker(QI) = g n T, X¢.

En adoptant les notations [Bou 1968] pour les systémes de racines des algébres de Lie
simples, on prouve

Lemme 6. Sig=sl,,, alors
ker(Qioﬁwn) =< (Z—a1 - Z_Oén)vwl'HUn >.

St g = §09,11 alors
ker QZJOQ =< (Ze, — Zey)Vuy > avec € = —ay — vy el €3 = —ap — Q3.

Si g = sp,,, alors

ker Q"o = {0}
Si g = s05, alors
H
ker(Qyw(;) =< (Z)\l - Z)\Q)”WQ? (Z>\3 - Z)\4)Uw2 >, avec )\1 = —Qg — (1, )\2 = —Q — (O3,
A3 = —Qg— Q3 — Qg — ec. — Q09— Qp_1, Ay = —Qp — Q3 — Qg — ... — Qpy_o — Q.

St g = ¢g alors
Ho\ — _ _
ker(Qy2 ) =< (Zy = Zyux)Vuss (Zus + Zyuy — Zps Y0y >, QUEC [11 = —0t2 — (g — A3, [ln =
—Qp—Qy—Qs5, I3 = —Qa— 0y — 03—y, [lg = —Qa—Qg—Q5—0g €t s = —Qp— Qg —Q3— Q5.

St g = ey alors

Hp\ _ _

ker(QUwol) =< (Zy, — Zyy) Vs (Zoy + 2y — Zy)V0y >, aVEC V) = —Qp — Q3 — (g — Qi5,

Vo= —Qq —Q3—Qq—Qg, V3= —Q] —Q3— 0y — Q5 — Qg — Q7, Uy = —Q — Qg — a3 —4ay—as
et Vs = —rp — Qg — Qi3 — Qg — Q5 — Og.

St g = eg alors
ker(waog) =< (Zp, = Zpy) Vg, (Zpy + Zp, — Zpg )Vug >, QVEC p1 = —Qig — Q7 — Qg — QU5 —

g — O3, P = —Og — 07 — g — Q5 — Gy — Qlg, p3:—048—047—616—0(5—20[4—042—2043—041,
P4 = —Qg — a7 — 205 — 205 — 200y — Qig — i3, P5 = —Qlg — Q7 — Qg — 2005 — 2004 — Qg — (i3 — (7
Sig:f4,
ker(Qi“l) =< (Zs, — Zs, )V, >, avec 01 = —p — g — 203 €t 0g = —v) — Qg — (3 — Q..
Si g = go,

ker(wa‘)Q) = {0}.

Démonstration. On peut décrire I’espace tangent TvdX , comme ’espace engendré par les
vecteurs de la forme [Z),vs], ol A est une racine négative, somme de racines simples
négatives A = > . m;cq;. En reprenant les termes de [Fu-Ha 1991], nous dirons que la
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représentation adjointe agit par “translation”, puisque le vecteur [Z),vz] a pour poids
A + &. Appliquons maintenant hg = Z,, + - - - + Za,,,

n

[h0> [ZM U&H = Z[Zom [ZM U&H'

i=1

Chaque vecteur [Z,,, [Z, va]] a pour poids &— (m; — 1)041-—2?#7]»:1 m;o;. Représentons
les vecteurs de 75X par les poids correspondants. On commence par le poids &, associé
au vecteur vg, et on translate successivement par les —«; (ceci revient a regarder le réseau
des poids de la représentation de H C P, partie semi-simple du groupe parabolique P
qui définit X = G/ P, agissant sur T, X). On obtient ainsi une chaine de poids a partir
de laquelle on peut lire, & constante de structure pres, I'action de hy sur les vecteurs
correspondants. En effet pour connaitre 'action de hq il suffit maintenant de translater
par «;. On remarque que si plusieurs poids sont translatés par hy sur un méme, on peut
former des directions dégénérées :

Prenons pour commencer le cas g = sl,, 1, alors comme le montre la chaine de poids, les
poids wy +w,, —a et w;+w, —a, sont tous les deux envoyés sur w; +w, lorsqu’on translate
par les ;. Les vecteurs correspondants [ X, vy, 1w, ] €6 [X a0, , Vo, 1w, | sSOnt dans Pespace
tangent et vérifient tous les deux, [ho, [X _a;; Vortw,]] = Voytw, €t [ho, [X _a,, Voytw,]] =
Uy 1w, - On en déduit que [X_,, — X ., Uy, 14, ] €st bien une direction dégénérée pour Qfdo.
La chaine des poids montre de méme que c’est le seul vecteur qui vérifie cette propriété.

w1 + wn
—o1 —Qn
w1 +wn —ag w1 +wn —an
—Otzl l—anl
w1 +wn — a1 —as w1 +Wwn — Qn — Qp—1

| |

w1 +wn —Qa1 —...0p—1 w1 twn —ap — ... — Q2

\/

Wl +wn —Q1 — .. Qn

(on souligne les poids qui sont translatés sur le méme poids).

Pour le cas D, la chaine des poids qui correspondent aux vecteurs v € T;,, Xs0,, est
la suivante,
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w2
w2 — Qg
\
w2 — o1 — Q2 w2 — 0y — (3
/
w2 — a2 — Q1] — Q3 w2 — a2 — Qa3
w2 — Q2 — Qp—2
/ \
W2 —Q] —Qg — - — Qp—2 w2 —Q2 — " — Qp—2 — Qnp—1 W2 — Q2 — " — Qp—-2 — Qn
Wy —Q1 —02 — - — Q1 W2 —Q1] —Q2 — " — Qp—2 — On Wy —Qg— - —Qp-1— Qn
M
w2 —Q1 —Qg — - —Qp—1 — Qn w2 —Qz — " —2ap-2 —Qp-1 — Qn
/
wg—a1 — - —20p-2 —Qn_1 — Qn
w2 —2a9 — -+ — 2Qp—2 — Qn—1 — Qn
/
wg —a] — 209 — - — 2Qp—92 — Qp—1 — Qn

Ce qui nous permet de calculer les vecteurs poids qui vérifient la propriété voulue.

Pour B,, nous avons la chaine suivante,
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w2 — Q2

T

w2 —a] — Qg w2 —ag — Qs

—

w2 — a1 — a2 — a3 w2 — a2 — Q3 — a4

Pour C,, et G5 on sait que le nombre de Milnor p(Xg N hg) = 1 donc nécessairement
la quadrique est de rang maximum.

Enfin on a représenté les chaines correspondantes aux cas fy4, ¢g, ¢7, ¢ dans ’annexe B.
O

e Calcul du terme cubique de X N Hy restreint a ker Q0

Pour achever notre preuve du théoréme de Knop il reste a calculer le terme cubique
de (Xg N HO)|ker Qo Ce calcul se fait directement grace a la donnée des directions dé-

générées obtenues au lemme précédent. Avant de calculer remarquons que dans le lemme
les poids des vecteurs en jeu sont tels que Zy,Z)v,, = 0, Z,, 2,0, = 0, Z,,2,,0,, = 0
et Z,, 2,0y = 0 d'une part et d’autre part [Z), 2] =0, [Z,,,Z,,] =0, [Z,,,Z,,] = 0,
(Z,, Z,,] = 0.

Pour l’algébre de Lie $09,, 001 & (ZAI—ZAQ)(Z)\3—Z>\4)(Z)\3—Z)\4)Uw2 = —QZA1ZA32A4UWQ+
275, Z7s Ly Visy- OT Wa + Ay + A3 + Ay n'est pas une racine et wy + Ay + A3 + A\; = —ao
avec a chaque étape wo + \y = wy — @y — -+ — a,,_9 — @, est bien une racine et
wWat A+ A3 = wo—2an—- - +—20, 9 —ay,_1—a, est encore une racine, donc (Zy, — 2y, )(Zx, —
Z)\4)<Z>\3 - Z>\4>Uw2 = 227042 , d’ou B(h(h (Z)q - ZA2)<Z>\3 - Z>\4)<Z>\3 - Z>\4)Uw2> 7£ 0.1lya
donc un terme cubique de type zy? ce qui prouve que (Xgo,, NHy, v,,,) est bien de type D,,.

Pour Dalgébre de Lie eg, on a (Z,, + Z,, — Z,5) 0y = =623 211 Z15 00y OF wo + iz +
pa + ps = —ao, done B(ho, (Zy, + Zyy — Zus)*vw,) # 0 (on vérifie directement sur les
diagrammes de 'annexe B que ws + 15 et wo + 15 + 14 sont bien des racines de ¢g). Il y
a donc bien un terme cubique de type z* ce qui prouve que (X, N Hy,v,,) est bien de
type Eg puisque u(Xg, N Hy,v,,) = 6.
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Pour 'algébre de Lie ¢7, on a (Z,, + Z,, — Z,,5)3vw1 = —062,,2,,2,0,,. Or wq + 13+
vy + vs = —a; (comme précedemment on vérife que w; + v et wy + v5 + vy sont bien des
racines), donc B(hg, (Z,, + Zy, — Zys )>v0,) # 0. Comme (X g, N Hy,v,,) = 7, la présence
d’un terme cubique de type x* implique alors que (Xg, N Hy,v,,) ~ Er.

Pour lalgebre de Lie es, on a (Z,, + Z,, — Zps) Vg = —6Z, 2y Zps Vg O ws + ps +
ps + ps = —ag (la aussi on vérifie & partir des diagrammes de I’annexe B que wg + ps
et ws + ps + ps sont bien des racines), donc B(ho, (Z,5 + Z,, — Zp;)?vus) # 0. La pré-
sence d’un terme cubique de type z® implique encore une fois (Xg, N Hop,v,,) ~ Fg
(M(XES N Hy, vwg) = 8)

1.3.2 Singularités & algébres de Lie simples

Cette nouvelle preuve du théoréme de Knop ne satisfait pas nos ambitions initiales
puisque I’on ne peut pas se passer de I'argument au cas par cas (sauf pour le calcul de p).
Par contre, pour conclure notre travail, nous pouvons formuler des observations sur les
possibles rapprochements entre la construction de Brieskorn et la construction de Knop,
et plus généralement entre singularités simples et algébres de Lie simples.

L’application de Kostant.
Dans notre version duale du théoréme de Knop, nous utilisons 'application quotient de
Kostant, ® : g — g//G. Cette application n’apparait pas dans la preuve de Knop.
Cependant elle apparait dans les travaux de Brieskorn et Slodowy. En effet, I'application
X : G — T'/W, dans la version intrinséque du théoréme de Brieskorn, est I’application
correspondant & ® au niveau des groupes de Lie. Ainsi le théoréme de Brieskorn dit au
niveau de ’algébre de Lie, que si S est un section génériquement transverse a 'orbite
sous-réguliére, de dimension n + 2 dans g, alors,

1) 91(g) N S est une surface de Klein de méme type que g

2) @5 : S +——bh/W = g//G réalise une déformation miniverselle de q)l’sl (0).

En particulier I'image par ® du lieu de ramification de ®|g est le discriminant, Y,
d’une singularité simple de méme type que G. Mais I'application quotient, restreinte a

P

S, se factorise par b, et par généricité de S, 7 : § —— b est un morphisme surjectif (la
généricité de S assure que toute orbite réguliére de g intersecte S en au moins un point).
On voit donc que le théoréme 1.2.3 est un corollaire du théoréme de Brieskorn.

En particulier on peut donc établir que le théoréme de Brieskorn implique la version

duale du théoréme de Knop pour les diagrammes A — D — E.

Question 1. Le théoréme de Brieskorn (extrinséque), traite de sections de l'orbite nil-
potente de plus grande dimension Y = P((g)), alors que le théoréme de Knop concerne
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les sections de [’orbite nilpotente de dimension minimale. Existe-t-il une dualité entre ces
deux constructions ¢ Plus précisément, peut-on montrer, via [’application de Kostant, que
ces théorémes sont équivalents ¢

Avec notre version duale du théoréme de Knop, nous donnons des arguments en faveur
d’une implication : le théoréme de Brieskorn = la version duale du théoréme de Knop.
Enfin la version duale, modulo quelques calculs, permet de retrouver le théoréme de Knop.

Singularités simples et polynémes de degré trois.
La construction de Brieskorn permet de construire des surfaces de Klein. Ce sont des
singularités simples exprimées par des polynomes a trois variables. Par contre en prenant
des sections hyperplanes, Knop obtient des hypersurfaces de dimensions bien supérieures
a 2. Les singularités simples du théoréme de Knop sont des polyndémes & 2n — 1 variables
pour le type A,, 4n — 7 variables pour le type D,, 21 variables pour le type FEg, 33
variables pour le type FE; et enfin 57 variables pour le type Eg. On peut montrer en
paramétrisant les variétés adjointes, par exemple avec 1'algorithme adjoint de [L-M 2002],
que les hypersurfaces de Knop sont données par des polyndmes de degré 3. Ainsi ces
hypersurfaces qui sont loin d’avoir le nombre minimal de variables, ont par contre le
degré minimum possible pour définir une singularité simple.

Question 2. Sous I’hypothése d’une équivalence claire entre les constructions de Bries-
korn et Knop, peut-on expliquer la correspondance entre les surfaces de Klein, et les
polyndmes de degré trois représentants de singularités simples dans le théoréme de Knop ?

Formule de dimension.
Enfin notre calcul des directions dégénérées pour notre preuve du théoréme de Knop,
permet d’établir un lien original entre le théoréme de Knop et les récents travaux de J.
Landsberg et L. Manivel. Dans [L-M 2004], les auteurs présentent une formule universelle
pour le calcul de la dimension des puissances de Cartan de la représentation adjointe des
algébres de Lie semi-simples. Un de leur argument (Proposition 4.1) passe par I'analyse
de chaines de poids qui correspondent aux chaines de poids considérées dans notre preuve.
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Chapitre 2

Sing (X*) & Sing (X N H)

On cherche maintenant & comprendre comment la géométrie de X peut déterminer
I’existence de sections singuliéres d’un type donné. On considére X une variété projective
lisse et on suppose le plus souvent dx- = 0. Les sections singuliéres auxquelles on s’inté-
resse, sont celles ayant des singularités isolées. Comme lors de notre étude des résultats
de Knop, ’accent est mis sur le role joué par la variété duale de X.

Dans un premier temps, nous établissons des correspondances élémentaires entre 1’exis-
tence de certaines singularités pour les sections linéaires X N H et la dimension de compo-
santes de Xg,,. Comme application nous donnons la dimension des composantes du lieu
singulier de X/, comme conséquence des résultats de Knop.

Dans un second temps, nous introduisons des variétés auxiliaires a X, variété des
tangentes et variété des sécantes, que nous utilisons pour étudier Xg, .. Nous obtenons
alors des conditions suffisantes & 1’existence de certaines strates de X™* et par conséquent
de certaines singularités de X N H. Nous concluons ce chapitre en regardant de plus prés la
dimension du dual de la variété des sécantes o(X)* (dont nous rappellerons la définition),

on ne suppose plus alors 6y« = 0. Cette derniére remarque prépare le chapitre 3.

2.1 Généralités et premiers exemples

Exemple 2.1.1. Soit X = P(V*) x P(V) = P" x P" C P(V*® V), la variété des
matrices de rang 1. Alors X* est I’ hypersurface définie par det = 0. L’hypersurface des
matrices de rang n admet pour lieu singulier [’ensemble des matrices de rang n — 1. Cette
sous-variété de X* est donnée par l'annulation des (n — 1) x (n — 1) mineurs. On a alors
codimx~Xg,, > 2. Ce qui signifie que cette variélé présente une “pathologie” par rapport
au comportement générique décrit dans l'introduction.

Voyons comment cela se traduit en termes de sections hyperplanes. Soit H € X*, alors

st H est un point lisse on sait que X NH a un unique point singulier de type A,. Supposons
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que H € Xg,,, alors H est une matrice de rang au plus n — 1. Il existe donc une base
€1y .. eni1 deV telle que H = 3 ®@es+ ...+ " @e,y1. Il est clair que H est tangent le
long de la droite e* @ (se; + tey). Ainsi la variété X admet pour seule section singuliére

de type isolé les sections X N H ayant un unique point de tangence de type A;.

*

Pour étudier X, nous reprenons la décomposition du lieu singulier utilisée dans
[W-Z 1996] pour les hyperdéterminants. Une définition valide pour toute variété X lisse
est :

Définition 2.1.1. Soit X C P(V) une variété projective lisse telle que dx- = 0. On

définit les composantes node et cusp de Xg,,, de la maniére suivante,

Xige ={H € X3 (v,y) € X x X,x #y,T,X C HT,X C H}
et
Xy = 4{H € X*|3x € X, T,X C H,rang(IIx,(H)) < n}

Dans [W-Z 1996] les auteurs montrent pour les hyperdéterminants que 1'union de ces
deux composantes est bien le lieu singulier de X* (égalité (0.4) dans [W-Z 1996]). Ce
résultat se généralise aisément dans notre contexte :

Proposition 2.1.1. Soit X une variété projective lisse, telle que dx~ = 0. Alors,

Xs*ing = XrTode U X:usp

Démonstration. X* est une hypersurface, donc les points lisses de X™* sont caractérisés
par la propriété suivante :

H e X, < lasection hyperplane X N H a un unique point singulier de type A;.

Donc H n’est pas un point lisse si et seulement si X N H a plusieurs points singuliers
et/ou X N H admet une singularité qui n’est pas de type A;. La premiére condition équi-
vaut & H € X[ 4, la seconde & H € X( . O

Afin d’énoncer des résultats faisant intervenir la géométrie globale de X, il est préfé-
rable de se restreindre aux points généraux de la variété.

Définition 2.1.2. Soit X C P(V) une variété projective. On dira que v € X est un point
général de X si tous les invariants différentiels a valeur entiére sont localement constants
dans un voisinage U de x. On note Xgeneral les points généraur de X.

Remarque 2.1.1. Le rang d’une quadrique générique de |I1x .| est un invariant diffeé-
rentiel & valeur entiére, de méme que la dimension de |I1x ..

Exemple 2.1.2. Considérons la courbe plane y = x3. Alors tous les points de la courbe
sont des points générauzx excepté lorigine qui est un point d’inflexion (la seconde forme
fondamentale s’annule en ce point).
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Les points généraux de X forment un ouvert de Zarisky non-vide de X.
On peut donc reformuler les définitions ci-dessus :

Définition 2.1.3. Soit X" C P(V) = P""* une varzete projective lisse telle que dx~ = 0.

On définit les composantes g-node et g-cusp de Xg,, de la maniére suivante :

X node = 1H € X*|3 (2,y) € Xgenerat X Xgonera, To X € H, T,X C H}

et

Xgewsp ={H E€X*Fz € Xgontral, T X C H, rang(ITx ,(H)) < n}
Remarque 2.1.2. Bien entendu pour les variétés homogénes on aura Xg o4e = Xpode
et Xé‘ cusp = XC*uSp

Les deux propositions suivantes caractérisent la dimension de X;, 40 €t Xgouqp

fonctions des sections hyperplanes de X.

Proposition 2.1.2. Soit X" C P(V) = P""* une variété projective lisse telle que dx =
0. Supposons a > n + 1 alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) il existe un hyperplan H tel que (Xgenerat N H )sing s0it une collection finie de points
telle qu ’il existe x # y satisfaisant v,y € (Xgenerat N H )sing -

b) Xy node €St une sous-variété de X* de codimension 1.

Proposition 2.1.3. Soit X C P(V) une variété projective lisse telle que dx- = 0. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

a) il existe un hyperplan H, tel que (Xgenerat N H) soit une collection finie de points et
il existe v € (Xgeneral N H )sing avec (X N H,x) 4 A;.

b) Xy cusp €St une sous-variété de X* de codimension 1.

Démonstration. Pour la composante node, on considére la variété d’incidence suivante

jg—node = {(l‘, Y, H)|I S Xgénérala ) S Xgénérala H S PV*af‘xX g Ha TyX g H}

P O\ P2
X PV*

Calculons la dimension de Jgpode- On a (2,9, H) € Jgnode si et seulement si H €
P(N;X) NP(N;X). Or dim(P(N; X) NP(N; X)) > 2a -2~ (n+a) =a+n— 2. Donc
sous I'hypothése a > n + 1 on obtient que dim(Jgnoge) > 2n+a—n—2=n+a — 2.
Si dim(Jgnode) > 1 + a — 2 alors les assertions a) et b) sont simultanément non véri-
fiées. En effet on factorise p, en projetant sur la variété conormale, p : Jgnode — C(X)
avec p(x,y, H) = (z, H). L’'image de p(Jgnode) est alors de dimension au plus n +a — 2
et donc la fibre de cette projection est de dimension strictement positive. On projette
maintenant par p : C(X) — X*. Les points x et y jouant des roles symétriques la fibre
de cette projection est encore de dimension strictement positive (contredisant a)), ainsi
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P(P(Ty—node)) = p2(Tg—node) = X;node €8t de codimension au moins 2 dans X* (contredi-
sant b)). Supposons maintenant que dim(Jgnode) = 1 + a — 2. Alors dim(p2(Jgnode)) =
dimX; 4o = 7 + a — 2 (condition b)) si et seulement si la fibre de p, est finie (condition
a))

Pour la composante cusp on considére,

Jgcusp := (2, H)|(z, H) € Xgeneral X PV*, T, X C H,rang(IIx,.(H)) < n}

7T1./ \7T2
X PV*

Soit z € X un point général, la fibre s’interpréte de la facon suivante : 7, '(z) =
P(N}X)Nn 1 I;(}gc(det*l(o)). La dimension de la projectivisation de l’espace conormal en
z étant a — 1, on obtient dim(r;'(z)) = a — 2. La dimension de la variété Jg cusp
est donc n + a — 2. Regardons la dimension de Xg ...,(= 72(Jgcusp)). La condition

a) = 3 H € (Xgcusp)general tel que dim(7, *(H)) = 0 et donc dim (X cysp) =1 +a—21e.

b) est vérifiée. Réciproquement si X; ., est une varié¢té de dimension n + a — 2, la fibre

doit étre de dimension 0 ce qui implique a). O

L’exemple suivant, comme nous le verrons au chapitre 3, peut se traiter de facon plus
unifiée mais nous ’abordons ici pour illustrer les propositions 2.1.2 et 2.1.3.

Exemple 2.1.3. Soit P(V) = P™ un espace projectif et considérons X = vy(P") C
P(S?V" ) son second plongement de Veronese. Son dual vo(X)* est une hypersurface
qui correspond aprés déshomogénisation au discriminant classique de [’ensemble des po-
lynomes de degré 2 en n vartables. L’application de Veronese nous donne une paramétri-
sation de X :

vy i P — PV

[.To,.l’l,...,.l’n] . [II]

ot x! représente a tour de role tous les mondmes de degré 2 en les variables xg, ..., T,,.

Une section hyperplane de X correspond donc a la donnée d’un polyndme de degré
2. Or un tel polynome est soit lisse, soit posséde un unique point singulier de type Aq,
soit admet un lieu singulier non isolé. Donc aucune des propriétés a) des deux proposi-
tions précédentes ne peut étre vérifie. On en conclut que Xg,, est une sous-variété de
codimension au moins 2 dans X*.

La situation change complétement si on prend maintenant X = vg(P") C P(S4V"+1)
avec d > 2. Par Uapplication de Veronese, on peut maintenant identifier les sections
hyperplanes avec les polynomes de degré d en n variables. Or st d > 2, on peut toujours
construire un polynéme ayant un point isolé de type As et un polynéme ayant deur points
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singuliers isolés. Donc dés que d > 2, va(P")% . €t va(P™):

cusp ode SOTt des hypersurfaces de
,Ud(]Pm)*.

2.1.1 Variétés adjointes

Comme application des propositions 2.1.2, 2.1.3, nous utilisons les résultats de Knop
pour décrire les dimensions des composantes X[ i, et X7 lorsque X est une variété
adjointe.

Proposition 2.1.4. Soit g une algébre de Lie de diagramme de Dynkin I' et Xt C P(g)
la variété adjointe correspondante. Alors,

-sil'= A, (n > 1), B,, D,, Eg, Fr, Eg, Fy, Xl cusp
codimension 1 dans Xj.

- 51 T'=Cp, Ga, XT o5 €8t une sous-variété de codimension au moins 2 dans Xp.

-sil'=A, (n>2), By, Dy, Es, Er, Es, X{, 40 €5t une sous-variété de codimension
1 dans Xt~.

-si ' =C,, Fy, Ga, X{, 4. €St une sous-variété de codimension au moins 2 dans X7i.

est une sous-varieté de

Démonstration. Le théoréme de Knop décrit les singularités isolées des sections hyper-
planes de Xt en fonction du sous-diagramme I'*.

En particulier si #1I'™* > 2 alors on sait qu’il existe une section hyperplane ayant un
unique point singulier qui ne soit pas un A;. Ce qui implique grace a la proposition 2.1.3
que la composante cusp est de codimension 1 dans la variété duale.

De méme si #I™ > 3, alors on peut construire deux sous-diagrammes de I'*. Ce qui
implique 'existence d’une section hyperplane ayant exactement deux points singuliers
(Théoréme 4.7 de [Kn 1987]). D’ou, d’aprés la proposition 2.1.2, on en déduit que la
composante node est de codimension 1 dans la variété duale.

Pour les diagrammes G5 et C,, ['* correspond au diagramme A; et donc les seules
sections hyperplanes ayant des singularités isolés sont des sections ayant un unique point
singulier de type A; (cela correspond donc & des points lisses de la variétés duales).
Les conditions a) des propositions 2.1.3 et 2.1.2 ne sont donc pas vérifites pour ces
diagrammes. Enfin pour le diagramme F};, I'* est un diagramme de type A,. En effagant un
noeud quelconque du diagramme A, on obtient un diagramme connexe, ce qui signifie que
les hyperplans tangents de X, avec singularités isolés ont un unique point de tangence.
O

Remarque 2.1.3. La proposition précédente implique en particulier que

codingSing(Xg) > 2 st et seulement st G = G5 ou G = Spy,. On peut retrouver ce
résultat en utilisant le théoréme dual que nous avons démontré au chapitre 1. En effet le
seul discriminant Yp- qui ne soit pas une hypersurface singuliére en codimension 1 est
Y4, Ainsi dés que G # Ga, Span, on sait, par Uapplication ® que X[ sera singuliére
en codimension 1. Maintenant si G = Spa,, on sait que Xg =~ vo(P"). Donc d’aprés
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l’exemple 2.1.3, on a bien une hypersurface singuliére en codimension 2. Pour G = G,
les éléments singuliers de X} ne sont pas des éléments réguliers. Or codimg(g —t) = 3
(voir [Br 1970]). Ce qui prouve que X, est une hypersurface singuliére en codimension
au moins 2.

Remarque 2.1.4. Une question naturelle que [’on peut se poser aprés avoir pris connais-
sance du théoreme de Knop est de savoir quel est le type singulier des sections hyperplanes
de G/ P pour d’autre représentations que la représentation adjointe. Par exemple on peut
se demander :

1) quelles sont les autres variétés homogénes telles que les sections avec singularités
isolées soient toutes de type simple ?

2) quelles sont les variétés homogénes telles que les sections avec singularités isolées
correspondent uniquement aux points lisses de X* (en d’autres termes quelles sont les
G/ P, telles que Sing((G/P) N H) isolé < ((G/P)N H,z) ~ Ay et x est l'unique point
singulier de (G/P)N H).

Une conséquence des propositions 2.1.2, 2.1.3 est que la classification des variétés
homogénes qui vérifient le point 2) revient o classifier les variétés homogénes telles que
(G/P)* soit une hypersurface singuliére en codimension 2 (voir chapitre 3).

2.2 Variété des tangentes et variété des sécantes

Nous abordons maintenant 'approche géométrique de Xg,.. Nous introduisons la
variété des tangentes, puis la variété des sécantes, de X et mettons en avant le role que
ces variétés jouent dans I'étude de Xg,.. Nous en déduisons finalement des conditions

suffisantes a ’existence de sections singuliéres de X pour des singularités isolées données.

2.2.1 Définitions, outillage (repére mobile) et stratégie

La variété duale de X est une variété auxiliaire de X en ce sens qu’elle a été construite a
partir de information géométrique qui définit X (en I'occurence ses hyperplans tangents).
Etudier les propriétés géométriques d’une variété auxiliaire permet d’étudier indirectement
la géométrie de X. Voici maintenant deux nouvelles variétés auxiliaires.

Tout d’abord la variété des tangentes :

Définition 2.2.1. Soit X C P(V) une variété lisse, on définit 7(X) C P(V) par,

7(X) = U T, X.

zeX

On appelle 7(X) la variété des tangentes de X.

Puis la variété des sécantes :
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Définition 2.2.2. Etant donnés deuz points distincts x,y € P(V'), notons lP’glcy lunique
droite passant par x et y. Alors pour X C P(V') une variété projective, on définit la variété
des sécantes de X par,
oX)= |J P, CPWV).
z,yeX, x#y
Remarque 2.2.1. [l est possible de définir 7(X) lorsque X n’est pas lisse. Pour cela on

a besoin d’une notion plus faible d’espace tangent, |’ espace tangent étoile noté comme il
se doit T* X, voir [I-L 2003, Zak 1993].

Rappelons comment se calcule la dimension de ces deux variétés. Pour ce faire nous
allons utiliser les techniques du repére mobile. Il convient donc de se rafraichir la mémoire :

Détour : la seconde forme fondamentale et le repére mobile

L’introduction du repére mobile remonte aux travaux d’ Elie Cartan. Plus tard ces
techniques furent remises au goiit du jour par 'article de P. Griffiths et J. Harris [G-H 1979).
La présentation qui suit est tirée du livre de T. Ivey et J. Landsberg [I-L 2003].

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension N + 1, et soit F ’espace des bases
de V. Un élément de f € F correspond a la donnée de N + 1 vecteurs indépendants
f = (eo, .., en). On considére la projection suivante,

w:Fr—P(V)
m(f) = m((eo; ... en)) = [eq]-

Le groupe de Lie GL(V') = F posséde une 1-forme naturelle a valeurs dans son algébre
de Lie : la forme de Maurer-Cartan.

Comme G'L(V') est un groupe de Lie matriciel, on peut expliciter la forme de Maurer-
Cartan. Soit f € F, f = (f})o<i<j<n, chaque f : F —— C est une fonction holomorphe.
La matrice (f;) définit une fonction de F & valeur dans Mat(n41)x(v+1) =~ Lie(F), 'espace
des matrices de taille N' + 1 & coefficients complexes. On peut donc écrire (df;)|, qui est
une 1-forme sur GL(V') a valeur dans TyGL(V). La forme de Maurer-Cartan est alors
wy = f1df. En particulier,

af = fuy (2.1)

Cette forme w va nous permettre d’étudier la variation des déplacements de 7(f) = [eo].

Plus précisément 1’équation (2.1) donne,

d(eg, ...,en) = (€gy ..., €N )W

et donc,

0 N
deg = wyep + ... + wy en.
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On dit ainsi que wg mesure le déplacement infinitésimal de ey vers e;. En exploitant
légalite 0 = d(f~'f) = fdf~' + (df)f~!, on obtient la fameuse équation de Maurer-
Cartan a laquelle la forme w est soumise,

dw = —w N\ w.

Une idée centrale dans la technique du repére mobile et d’adapter le repére a la géo-
métrie de la variété que 'on étudie. Puis, lorsque cette adaptation est faite, on observe
comment a été modifiée notre forme w.

Considérons maintenant X C P(V') une variété projective lisse et F§ := F|-1(x), c’est
le fibré des repéres de X adaptés a I'ordre 0. Ils satisfont la propriété suivante, f € F%,
si et seulement si 7(f) € X.

Continuons notre adaptation : soit  un point général et considérons le drapeau suivant,

icT,XCV.

Cette fois-ci on regarde F3 = {(eq, ..., ensa)l[e0] € X, T[GO]X =< €g,...,e, >}. Clest le
fibré des repéres adaptés au premier ordre. Notons encore par w la restriction de la forme
de Maurer-Cartan sur }"}(. En utilisant les indices 1 < o, <netn+1<u,v<n-+a,

0 N
deg = wyep + ... +wy en,

implique w/ = 0 sur F% puisque par construction dey = 0 mod {ey, ..., e, } sur Fx.
Il s’agit maintenant d’exploiter la modification de w, c’est & dire tirer parti de wjj = 0.
D’aprés I’équation de Maurer-Cartan on obtient,

O:dwé‘:—wé‘/\wg—wg/\woﬁ—wl‘f/\wg.

(avec somme sur les indices qui se répétent en haut et en bas). D’ott w A w) =0, ce qui
entraine, par le Lemme de Cartan ([I-L 2003]), I'existence de fonctions ¢, ; = ¢}, définies
sur F telles que

wg = qgﬁwg‘.
On peut alors définir un tenseur invariant le long des fibres de la projection :
IIx., € S°T; X @ Ny X, ot Ny X = V/T, X
Iy, = qgﬁwgwg ® (e, ® e mod T ® ).

On obtient ainsi une section, II1x € S*T*X ® NX, c’est la seconde forme fondamentale
de X.
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Remarque 2.2.2. Pour des raisons pratiques on fera souvent l’abus de notation suivant :
on notera e, = e, @€’ mod T ®eY. Cette notation a pour conséquence d’ignorer les twists
par le fibré en droites lorsque l’on considére une section du fibré des repéres. Cet abus n’a
pas d’incidence puisque que [’on regarde nos invariants différentiels en un point fize eq et
que l’on s’intéresse aux propriétés en ce point.

Remarque 2.2.3. Nous avons a présent utilisé trois types différents d’espaces tangents :
l’espace tangent affine T.X =T,X (ot v € X tel que [v] = x), lespace tangent plongé,
T, X et Uespace tangent intrinséque T, X . Ces trois notions sont lides l'une & lautre de la
fagon suivante, T,X = P(T,X) et T,X ~ i* ® (1,X/%).

Remarque 2.2.4. Au chapitre 1, nous avons vu notre tenseur IIx, € S*TrX ®
N, X, comme une appliquation IIx, : N;X —— S?*T,X. On peut également regarder
la seconde forme fondamentale comme une application, IIx . : S*T,X — N, X. Ainsi
IAIX,x(S2TxX) C V/TJ;X, et on peut définir T,X + fIX,x(SQTxX) C V. Ce sous-espace de
V' correspond au second espace osculateur, TJEQ)X =T,X + [A[X,x(SZTxX) C V. Lorsque
¥ x # V on peut adapter le fibré des repéres au second ordre. Cela conduit & la construc-
tion d’un nouveau tenseur, la troisieme forme fondamentale, I[11x, € S*°T, X ® N, X,
ot Nou X = T,P(V) /TP X.

Retour a la dimension de 7(X) et o(X)

Nous continuons de suivre [I-L 2003]. Afin de connaitre la dimension de 7(X) nous
allons calculer la dimension de son espace tangent en un point général. Pour faire ce calcul
on peut utiliser le fibré des repéres F% muni de la projection suivante,

(€05 -y Enta) — [e1].

Icie; € TeoX est un vecteur générique. Dans tout ce qui suit un vecteur de ’espace tangent
sera dit générique si il est générique par rapport a la seconde forme fondamentale. Ainsi,

— 0 o H
de; = wieg + wi'eq +wie,.

Les n + 1 formes w{, w{ sont linéairement indépendantes par généricité de e;. Quant
aux formes Wi’ on a wi'e, = IIx., (e1,.). Donc aprés avoir choisi une section (et ignoré

les twists), le nombre de w! indépendantes correspond au rang de ITx ., (e1,.) : Toy X —

Ny X. On obtient dim(7(X)) = n+1+ rang [x ., (e1,.)—1. Soit en notant, rang I 1y ., (e1, .

=rang /],

dim(7(X)) =n +rang I1.,.

I s’en suit que dim(7(X)) < 2n et dim(7(X)) = 2n lorsqu'une quadrique de Iy |
évaluée en un vecteur général donne une application linéaire de rang n (situation géné-

~—
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rique). On peut ainsi définir pour les variétés des tangentes une notion de défaut comme
pour les variétés duales.

Définition 2.2.3. Soit 0-(x) la quantité,

dr(x) = 2n — dim(7(X)).
On dira que 7(X) est dégénérée, ou défective, si 0-(x) > 0.

Calculons maintenant la dimension de o(X). Soit z € o(X) un point lisse, alors il
existe (z,y) € (X X X)jgse tels que z = [Z+ ¢]. Soient x(¢) et y(¢) deux germes de courbes
de X telles que z(0) = z et y(0) = y, on obtient en dérivant les courbes z+y(t) et z(t)+y
que T,X + TyX C TZO(X ). En supposant de plus z général, on retrouve le Lemme de
Terracini :

Lemme 7 (Lemme de Terracini). Soit X C P(V) une variété projective et soit
u € P!

a) (z,y) € X x X, alors < T,X,T,X >C T,o(X). o
~ b) Si (z,y) € (X X X)general, €t u un point général de P, alors < T,X,T,X >=
Tyo(X).

Comme précédemment on peut définir une notion de défaut. Les espaces tangents T,X

et TyX étant de dimension n + 1 on attend génériquement dim < T.X, TyX >=2n + 2,
soit dim(o (X)) = 2n + 1.

Définition 2.2.4. Soit 6,(x) la quantité,

(50()() =2n+1-— dim(a(X)).
On dira que 0(X) est dégénérée, ou défective, si 6,(x) > 0.

Par la suite on aura besoin d’un critére calculatoire pour décider si d,(x) > 0. On fera
alors appel & (voir |[Lan 1996, I-L 2003|) :

Proposition 2.2.1. Soit X C P(V) une variété lisse et x € X un point général, alors

50()() >0= I]]X@ = 0.

Remarque essentielle

Achevons les présentations de 7(X) et o(X) avec la proposition suivante qui justifie
I’introduction de ces variétés auxiliaires dans I’étude de notre probléme.

Proposition 2.2.2. Soit X C P(V) une variété projective lisse, alors
a) T(X)" C X cusp

b) o(X)" C X}

node *
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Démonstration. a) on suppose ici que 7(X) # P(V), sinon 7(X)* = () et il n’y a rien a
montrer. Reprenons 1’équation qui nous a permis de calculer la dimension de 7(X),

— 0 o H
de; = wieg + wi'eq +wie,.

A partir de cette expression, on voit que 7., 7(X) C H implique,

d’une part < eg, ..., e, >= TEOX C H,ie He X"

et d’autre part w{’ = 0 ce qui signifie que la forme quadratique Ty .,(H) = qfﬁwg‘wg ,

correspondant & la partie quadratique de la singularité (X N H, eg), est dégénérée et donc

a ce titre H € X( .
b) pour les mémes raisons qu’en a) on suppose que o(X) # P(V). L’argument est

encore plus simple puisque le Lemme de Terracini nous dit que 7,X C H et TyX C H

lorsque H € o(X)*. O

Nous allons donner deux exemples ou ces inclusions sont strictes, pour cela il nous
faut rappeler un théoréme de Fulton et Hansen.

Théoréme 2.2.1 ([Fu-Han 1979]). X™ C P(V) = P""*, une variété projective, alors
soit

- dim(o(X)) =2n+1 et dim(7(X)) =2n

ou bien

-o(X) =7(X).

Voici donc les deux exemples :

Exemple 2.2.1. §i X est la variété adjointe pour le groupe de Lie G. Alors Xg o5, =
Xeusp Puisque X est homogeéne. Les variétés adjointes sont toutes ,(x)-défectives de défaut
1 (voir par exemple [KOY 1999]), ce qui a pour conséquence que 7(X) = o(X) (par le
théoréeme que l'on vient de rappeler) et donc 7(X)* = o(X)*. Ainsi H € 7(X)* est
aussi un point de o(X)*. Donc par définition de o(X)*, H aura au moins deuz points
de tangences (en fait dans cette situation H est tangent le long d’une sous-variété de
dimension strictement positive). Or si G # Spa, ou Go, on sait, par le théoréeme de Knop,
qu’il existe un hyperplan Hy tel que X N Hy ait un unique point singulier qui ne soit pas
de type Ay. Ainsi Hy € X}, et Hy ¢ 7(X)*.

cusp

Exemple 2.2.2. Les résultats de [W-Z 1996] montrent que la composante X ;. des
hyperdéterminants n’est pas toujours irréductible. C’est le cas lorsque X = P™ x P™ x P2,
ou X =P x P x P! x PL. Or o(X) étant irréductible (car X 'est), on a que o(X)* est
toujours une composante irréductible de Xg 4. Dans les deuz cas d’hyperdéterminants

que l'on vient de mentionner on a alors o(X)* # X 4e-

Dans les sections qui suivent nous allons étudier la dimension des variétés 7(X)* et

o(X)*. Pour calculer ces dimensions nous allons utiliser le résultat classique suivant (voir
|G-H 1979, I-L 2003]) :
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Théoréme 2.2.2. Soit Y C P(V) une variété projective, non nécessairement lisse,
et y € Y un point général. Notons r = mazqe|iry,,| rang Q (c’est a dire v est le rang
générique d’un quadrique dans la seconde forme fondamentale), alors

dimY™* =r 4 codimY — 1.

2.2.2 Variété des tangentes et sections hyperplanes de X

Commengons avec 7(X) C P(V). Pour formuler la proposition qui suit nous aurons
besoin de la notation suivante, soit v € T, X un vecteur tangent & X en z, alors Ann(v) C
|I1x .| est I'ensemble des quadriques dans la seconde forme fondamentale qui sont dégé-
nérées pour la direction v, i.e. ¢ € Ann(v) si et seulement si ¢(v,w) =0,V w € T, X. Nous
prouvons,

Proposition 2.2.3.

Soit X C P(V) une variété projective lisse telle que 0x+ = 0yxy = 0. Soit x € X
un point général de X et soit v € T, X un vecteur générique. On suppose qu’il existe
q € Ann(v) tel que rang ¢ = n — 1, alors on a de maniére équivalente :

a) il existe un hyperplan H tel que (X N H,x) soit une singularité isolée de type A, et
q est la partie quadratique de (X N H, x) .

b) T(X)* est une sous-variété de X* de codimension 1.

Remarque 2.2.5. Cette proposition nous dit en particulier que X/, est de codimension
1 dans X*.

Pour prouver le résultat nous allons calculer la seconde forme fondamentale de 7(X).
Ce calcul a déja été fait dans [Lan 1996| dans le cas ou 7(X) est dégénérée. Pour mener
a bien ce calcul il nous faut compléter notre introduction aux invariants différentiels en
présentant la 3-éme forme de Fubins.

Nous avons vu qu’un repére adapté au premier ordre nous permet de trouver des
fonctions symétriques qg‘ﬁ qui vérifient I’équation

wh = dhy
En dérivant cette derniére expression on obtient,
wo_ By
d(wh — qhpwp) =0
—dd" . — "W — ¥ M o8 B8 A B _ 0
(—d4as = Gapo = dapy + dass + qaswa) Ny = 0.

Le Lemme de Cartan permet alors de définir des fonctions sur F?, rgm, symétriques en
a, 3,7, telles que

TheWo = —dqhs — qgﬁwg — Qupwy + quswg + qgawi- (2.2)
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On a ainsi un nouveau tenseur I3 € 7*(S3T*X ® NX) défini par

_ M a, B vy
Fy =ryg wiwowy @ ey.

Ce nouveau tenseur n’est pas bien défini au-dessus de X. On dit que F3 est un invariant
relatif. La variation de Fj, susceptible d’affecter le tenseur, se calcule de la facon suivante,
considérons, €, = eq + goeo et €, = e, + gheo + gheq. Alors pour f = (eq,éq,€,), on a

U a B g
Fy §=Tog,wiwowy ® ey, avec

7:557 = 74557 + Zaﬁﬁ/(.nggy + ggqgﬁQﬁg)-

On voit en particulier que si qgﬁw(‘}wg € Ann(v) alors les coefficients r” BreSing(Ann(v))
sont, eux, bien définis lorsque e,, eg et e, € Sing(Ann(v)).

Pour calculer I (x)., nous allons préciser notre repere. Soit F ! le fibré des repéres
adaptés au premier ordre au-dessus de X qui préservent le drapeau {eg = &} C {eg,en} =
T,X C V. En utilisant la projection F' — 7(X), (eo, €1, - - ., €nta) — [e1] on a vu que :

dey = Wey + wle, + wiey mod [ey]. (2.3)

On suppose 7(X) non dégénérée, on pose n +1 < A < 2n, 1 < a,03,7,0 < n, et
2n+1 < pu < n+a. On adapte le fibré des repéres au-dessus de X, comme suit :

F! est le fibré des repéres qui preservent le drapeau {eg} C {eg, e} C {€0,€a;er} C
{€o, eq, €x, €.}, avec [eg] = z un point général de X, T,.X = {eo, €a}, [€1] un point général
de 7(X), T.,7(X) = {eg, €a, €2 }-

Pour calculer la seconde forme fondamentale on dérive les vecteurs qui apparaissent
dans de;,

I (x)e, = (WTWh + w{\wg)eu ® e' mod [TEIT(X)].

Observons, pour simplifier I’expression, que

A_ A, B
Wi = q15Wp ;s
wg = qgﬁwoﬁv

A 5
—qipwh + 5wy = 1wy car g5 = 0.
On obtient ainsi,

I (x)e, = (QqZBw‘f‘wg - rfﬁvwgwg)e_ﬂ.

Nous avons vu (équation 2.3) qu’une base de 77 7(X) est donnée par les formes

{5"(wp), -, "(w), 8" (w1), 87 (@), s 8™ (W)
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ol s: X — F! est une section locale du fibré des repéres (ceci car les w; sont n formes

indépendantes sur F! et qu’on a les relations w} = qfﬁwg ). Dans une telle base une

quadrique Q" € [I1.(x),| est de la forme,

iy .. i, 0 ... 0
: "
H H 0 2qaﬁ
o Tn1 s Tlnn
@ 0 e 0O 0 ... 0
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puisque par construction qfﬁ =0, et qu’il n’y a pas de coefficients non nuls pour les carrés

du type w?woﬁ . Donc on a bien rang Q* < 2n — 1 (ce qui est conforme a notre attente
puisque 7(X)* C X*).

Q" sera de rang maximum si et seulement si (q;5)as est de rang n — 1 et si rf}; # 0.
Posons v = e; ® €’ mod ey ® €, v € T, X et v est général par construction. La premiére
condition nous dit qu’il existe ¢* € Ann(v) de rang n — 1 et la seconde est équivalente,
pour X lisse, au fait que o(X) soit non dégénérée (car e; est générique, voir [I-L 2003]
page 130).

On a donc prouvé pour X C P(V), une variété lisse, et © € X un point général que :

7(X)* est de codimension 1 dans X*.
=
o(X) non dégénérée et V v € (1,.X)generique; 3 ¢ € Ann(v) de rang n — 1

Cette derniére condition nous dit que pour un hyperplan H € 7(X) les conditions

suivantes sont réalisées :

*
général»

¢ est de rang n — 1,

Tg)v # 0 pour v = (qH>sing-

Cela se traduit en coordonnées pour la section hyperplane par :

(XNHz)~a5+ .. +22+23+...=0
~Z 4y 4.+ al =0
C’est a dire (X N H,z) ~ Ay. Ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Remarque 2.2.6. La condition relative a l’existence d’une quadrique de rang n — 1
admettant une direction générique de T, X pour noyau est en pratique difficile & vérifier.
Dans l’exemple qui suit on peut montrer qu’une telle quadrique n’existe pas.
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Exemple 2.2.3. Soit X = P! xP!' xP! C P7. Le calcul de la seconde forme fondamentale
montre que |IIx .| admet la descritption suivante :

0 a b
‘[[]P’lx]P’lX]P’lJ:‘ :{ a 0 c ,a,b,cGC}.
b ¢ 0
(%1
Siv = |vy| est une direction dégénérée pour une quadrique de |II|, on montre par le
U3

calcul que nécessairement un des coefficients v; est nul, i.e. v n’est pas générique. On en
déduit donc que T(P! x P! x P1)* est de codimension au moins deux dans (P! x P! x P1)*,
En fait si on se reporte a la description d’une quadrique de |11 x),|, pour v générique,
que l’on a donné dans la preuve de la proposition, on peut montrer que 7(P' x P! x P1)*
est de codimension au moins trois dans (P! x P! x PY)*. On verra au chapitre 3 que
7(P! x P! x P1)* est de codimension exactement trois dans (P! x P! x P1)*.

2.2.3 Variété des sécantes et sections hyperplanes de X

Passons a la variété des sécantes. Nous allons établir une relation entre la dimension
attendue de o(X)* et les sections hyperplanes de X.

Soit z € o(X) un point général, et (x,y) € (X X X)general Une paire de points générale.
Le Lemme de Terracini, nous dit que T,0(X) =< T,X,T,X >, en particulier, T,o(X) est
tangent & o(X) le long de la doite IP’;y. On suppose maintenant que dx- = 0. On a vu que
o(X)* est de codimension au moins 2 dans P(V*). Supposons codimp« o (X)* > 2. Soit
H un point général de o(X)*, alors H est tangent & o(X) le long d’un P2. Donc il existe
une courbe z(t) = x(t)+y(t), telle que 2(t) ¢ P, et telle que H soit tangent & ¢(X) le long
de z(t). Comme z(t) ¢ IP,,, on peut supposer que z(t) n’est pas la courbe constante. En
appliquant le Lemme de Terracini, on en déduit que H est tangent a X le long de x(¢). On
a alors nécessairement rang(//x ,(H)) < n. On vient de montrer que si (x, y) est une paire
générale et s'il existe un hyperplan H tel que rang(/Ix,(H)) = n et rang(/Ix,(H)) = n,
alors o(X)* est de codimension 2 dans P(V*). En d’autres termes, pour z = x+y € o(X),
rang([1x,)(H) = n et rang(IIx,(H)) = n = rang(ll,(x)+y(H)) = 2n.

Plus précisément, les inclusions T, X C THya(X ) et TyX C THyU(X ) nous per-
mettent d’interpréter 11, x) .+, de la facon suivante,

Lemme 8. Soit X C P(V) une variété projective telle que o(X) ne soit pas défective.

IIX’IXIIXJJ
_—
x

Io(x)aty : Nip,o(X) = NiX x Ny X S*TrX x STy X — ST, o(X).

T+y

La premieére fléche étant l'inclusion et la derniére correspond a la somme des formes
quadratiques.
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Démonstration. On utilse la présentation de la seconde forme fondamentale donnée dans
[II-Lan 1999]. Soit <, >, la forme bilinéaire naturelle <,>: V' x V* —— C. Etant donné
Z C P(V) on note Z C V le cone au dessus de la variété Z et on considére z € Z un
point de la variété. Considérons maintenant H € P(V'*), alors z appartient a ’hyperplan
si et seulement si < 2, H >= 0. La condition de tangence de H & Z en z s’exprime de la
fagon suivante, V z(t) C Z germe de courbe tel que z(0) = z alors,

< 2(0), H >=0

< 2'(0),H >=0.
Fixons maintenant une direction v € T,Z. La seconde forme fondamentale mesure le
contact au deuxiéme ordre de H en z pour la direction v, ainsi

I17.(H)(v,v) = Q¥ (v,v) =< 2"(0), H > .

Revenons & la situation qui nous intéresse, a savoir Z = o(X). Soit z(t) = z(t) + y(¢)
un germe de courbe passant par z. On a supposé o(X) non-défective donc TZO'<X ) =
T.X @ TyX . Ainsi un vecteur tangent v € T,0(X) se décompose de maniére unique en
somme de deux vecteurs v = v; + v, avec v; € T, X et vy, € T, X. Soit H un hyperplan
tangent en z & o(X) (et donc tangent & X en z et y) on obtient alors

IT,x).(v,v) =< 2"(0), H >=< 3"(0) + §"(0), H >
=< #"(0), H > + < §"(0), H >= IIx(H)(v,v1) + IIx,(H)(vs, v2).

Sous I’hypothése dx+ = 0, une quadrique de rang maximum dans |I,(x).,| sera une
quadrique de rang 2n. Une telle quadrique existe si et seulement si il existe un hyperplan
H tangent & x et y tel que [1x ,(H) et I1x ,(H) soient de rang n. On vient d’établir :

Lemme 9. Soit X C P(V) une variété projective lisse telle que 0x+ = 0y(x) = 0 et de
plus on suppose que o(X) # P(V'). Alors on a,

o(X)* est une sous-variété de codimension 1 dans X* < V (z,y) € (X X X)general, 3
un hyperplan H tel que (X N H,x) ~ Ay et (X N H,y) ~ A;.

Nous pouvons comme pour la variété des tangentes établir une condition suffisante,
ol la géométrie globale de X nous informe sur ses sections hyperplanes :
Proposition 2.2.4. Soit X C P(V) une variété lisse telle que 0x+ = dyx) = 0. On

suppose que ¥ (z,y) € (X X X)general TP X n TyX =0, alors on a de facon équivalente :
a) 3 H tel que (X NH,z)~ Ay et (XNH,y)~ A;.
b) o(X)* est une sous-variété de X* de codimension 1.
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Démonstration. Nous allons montrer que sous les hypothéses de la proposition, o(X)* est
de codimension 1 dans X*. Ceci revient & montrer ’existence d’une quadrique de rang 2n
dans |I1,(x)[z+g)|- Avant de commencer les calculs on remarquera que e TyX =0
et d,(x) = 0 impliquent en particulier que o(X) # P(V), donc ¢(X)* est bien une sous
variété non vide de X*.

Iy, = NP X = (TP X/T,X)* et N}, 0(X) = (V/(T,X + T,X))". La condition
TP XNT,X = 0 nous dit que NS* X ~ N&* X/(T,X)* c N;,,0(X). En d’autres termes
étant donnée une quadrique ) dans |I/x .| il existe un hyperplan H tel que H soit tangent
axety,etdeplus [Ix,(H)=0Q.

Comme dx+ = 0, on peut donc choisir () de rang n. En inversant les roles de = et
y, on montre de méme qu’il existe un hyperplan H’ tel que H’ soit tangent a x et y et
que de plus I7x,(H’') soit une quadrique de rang n. Considérons a présent [, = P,
comme une droite de P(N;X) et l; = Py, comme une droite de P(N; X ). L’ensemble
des directions conormales dans P(N;X) (resp. dans P(N; X)) qui correspondent & des
formes quadratiques dégénérées est une hypersurface Y1 C P(N;X) (resp. Y2 C P(N; X)).
Or on a construit H (resp. H') de telle sorte que I1x ,(H) (resp. IIx,(H')) soit de rang
maximum. Il s’en suit que [; (resp. l3) intersecte Y] (resp. Y2) en un nombre fini de points.
On choisit alors H” € [} = I, tel que H” ¢ [1NY; et H" ¢ [, N Y. On a donc trouvé

H" € N;, ,0(X), tel que I1,(x)..1,y(H") soit de rang 2n. O

2.2.4 Théoréme sur les sections hyperplanes de X

On regroupe les propositions 2.2.3 et 2.2.4 pour formuler le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3. Soit X C P(V) une variété lisse telle que dx- = d,(x) = 0, alors :

- Soit x un point général, on suppose que ¥ v € (T, X )generique 3 ¢ € Ann(v) C [11x 4|
de rang n — 1, alors on a de fagon équivalente :

a) 3 H tel que (XN H,z) ~ Ay et q correspond a la partie quadratique de (X N H, x).

b) T(X)* est une sous-variété de X* de codimension 1.

- Soit (x,y) € (X X X)general 01 SUppose que TP X N TyX = 0, alors on a de fagcon
équivalente :

a) 3 H tel que (XN H,z)~ A et (XNH,y)~ A.

b) o(X)* est une sous-variété de X* de codimension 1.

On obtient alors aisément les corollaires suivant :

Corollaire 2. Soient X C P(V) une variété lisse et d > 1 un entier tels que (X, d) #
(P",2). Considérons Z = vq(X) C P(SYV) le d-ieme plongement de Veronese, alors
V 2 € Zgenerar il existe un hyperplan H tel que (Z N H,z) ~ Ay et T(ve(X))* est une
sous-variété de vy(X)* de codimension 1.
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Démonstration. . Sous les hypothéses du corollaire, vérifions que 1'on peut appliquer le
théoréme a vy(X) C P(S?V). Tout d’abord il faut rappeler que si 2% est un point général de
va(X) alors |11,,x) 4| ~ S*T#v4(X) (voir par exemple [G-H 1979]). En d’autres termes
la seconde forme fondamentale est le systéme complet de quadriques sur T,av4(X). Donc
si v € (Tava(X))general, il existe une quadrique @ € S*T%v4(X) de rang n — 1, dégénérée
le long de la direction v. De plus il est connu que si (X, d) # (P",2) alors o(vy(X)) est
non dégénérée. On peut donc appliquer le théoréme. O

Corollaire 3. Soient X C P(V') une variété projective lisse et d un entier tels que
(X,d) # (P*,2). On considére Z = vg(X) C P(SYV) le d-éme plongement de Veronese de
X. Alors ¥ (21, 22) € (Z X Z)generat 3 H tel que (Z N H,z) ~ Ay et (ZNH,z)~ A et
o(vg(X))* est une sous-variété de vy(X)* de codimension 1.

Démonstration. On considére (z; = 1% 2z, = y?) une paire de points générale de Z x

Z. Montrons que Tz(lz )7 N TzQZ = (. Par la régle de Leibniz on obtient que d’une part
T vy(X) = 292 0 TP X + 297 0 T, X, et d’autre part 1.,Z = y? 1o T,X. Si d > 2 alors
cette description implique Tz(f 7N TZQZ = 0. Si d = 2 alors il faut supposer que z ¢ TyX
et y ¢ T,X mais ceci est vérifié dés que X # P". O

Corollaire 4. Soit X CP(V) et Y C P(W) deuz variétés lisses. On suppose X # PV,
et on considére la variété Z = Seg(X xY') C P(V@W), produit de Segre. Si o(X) est non
dégénérée ou bien Y # P™ alors ¥V (21,22) € (Z X Z)general 3 H tel que (ZNH, z) ~ A4
et (ZNH,zy) ~ Ay et de plus o(X x Y)* est une sous-variété de X* de codimension 1.

Démonstration. Ici encore on veut montrer que Tz(l 7N TZQZ = 0. Pour cela on écrit z; =
xRy et zo = w®u. On obtient d’une part TZ(IQ)Z T(2)®y—|—x®T( )Y—i—T X®T Y et d’autre
part TZ2Z T,X ®@u+w®1T,Y. Comme on a supposé (zl, 29) general on a que y # v et
z # u. Done T X NT., X = 0si et seulement si (T,X @T,Y)N (T X @u+w®T,Y) = 0.
Or X # P" implique que u ¢ T.X. De plus o(X) non dégénérée implique T.XNT,X = 0.
Ce qui prouve la premiére partie du corollaire. Enfin si on suppose Y # P™ alors v ¢ T,)Y
et le résultat suit. O

Résumons les résultats de ce chapitre. On suppose X C P(V') est une variété lisse,
est un point général de X, v un vecteur générique de T, X, et dx+ = d,(x) = 0,

Jq € Ann(v) de rang n — 1 Jq € Ann(v) de rang n — 1
Y 4
3 H tangent a z 7(X)* est de codimension 1
tel que (X N H,x) ~ Ay dans X*
Y 4
Van(X) # 0 X; cusp €5t de codimension 1 dans X*
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V (z,y) € (X x X) V (z,y) € (X x X)

général général
TPXNT,X =0 TOXNT,X =0
Y Y
3 H tangent & z et y o(X)* est de codimension 1
tel que (X N H,z) ~ Ay dans X*
et (XNH,y ~A [}
X est de codimension 1 dans X*

g-node

Remarque 2.2.7. [l ressort de ce chapitre que lorsque la codimension est assez grande,
la situation générale est la suivante : X§,, est une sous-variété de codimension 1 dans
X* qui n’est pas irréductible. En effet, lorsque la dimension est assez grande, on attend
génériquement que o(X) soit non dégénérée et qu’il existe des quadriques de rangn—1 dans
Ann(v), lorsque v est générique. Ceci implique que T(X)* est une composante de X,
de dimension mazimale. On s’attend aussi a ce que TPX N TyX = (), et donc o(X)*
est aussi une composante de X, de dimension mazimale. Enfin o(X) non dégénérée
implique, par le théoréme de Fulton-Hansen, que 7(X) # o(X), donc les variétés 7(X)*

et o(X)* sont deur composantes disctinctes de Xg, .

Question 3. A-t-on en général, en codimension assez grande, Xz, = 7(X)*Uo(X)* ¢

2.3 Dimensions de o(X)*

Pour conclure ce chapitre on propose une relecture des résultats que ’on vient d’établir,
concernant o(X)*, en s’affranchissant de I’hypothése dx- = 0.

Nous avons calculé précédemment la seconde forme fondamentale de o(.X), sous I’hy-
pothése d,(x) = 0, en un point général z = [T+ gl =a+y :

[[U(X),a:er = [[X,m + [[X,y-

En toute généralité le rang maximum d’une quadrique de |I1,(x) 44| €st 2(n—dx-). Donc
la dimension attendue de o(X)* est 2n — 26 x+ + codim(o (X)) — 1.
Pour la suite définissons une notion de défaut :

Définition 2.3.1. Soit 6.+ la quantité,

do+ = 2n — 20x+ + codim(o (X)) — 1 — dim(co(X)").
On dira qu’une variété X C P(V), telle que do(x) = 0, est 6,--défective, si 6, > 0.

Bien qu'un tant soit peu artificielle cette définition nous sera d’un intérét pratique
puisque afin de classifier les variétés homogénes X telles que X ™ soit une hypersurface nor-
male, nous allons dans un premier temps étudier les variétés potentiellement ¢,-défectives.
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Remarque 2.3.1. Dans un article de L. Chiantini et C. Ciliberto, [Ch-Ci 2001], la
notion de k-faiblement défective est définie pour une variété projective. Cette notion est
la suivante, une variété projective X, est k-défective, si un hyperplan général tangent en
(k 4+ 1) points en position générale, a un lieu de contact (=Sing(X N H)) de dimension
strictement positive. Au vu de notre calcul de la dimension de o(X)*, il est clair que si
on suppose dx- = 0 et do(x) = 0, les variétés 1-défectives sont les variétés o,--défectives.
Le théoréme 1.1 de [Ch-Ci 2001] assure que si la variété des sécantes de X est défective
alors X est 1-défective. En particulier cela implique que o(X)* sera de codimension au
moins 2 dans la variété duale. On adopte alors la convention suivante si d,(x) 7 0 alors X
sera aussi considérée comme d,--défective. L’exemple qui suit montre que l’on peut avoir
50()() >0 et §, > 0.

Exemple 2.3.1. Soit X = Pk x Pk ¢ Pri+D4)=1" 14 pnrojectivisation de la variété
des matrices de taille (k1 + 1) X (ko + 1) et de rang 1. On suppose ki > ks, ce qui donne
dx+ = k1 — ko. Ainsi on s’attendrait a avoir o(X)* de codimension 2(k; — ko) + 2 dans
P(V*). La variété X* s’identifie naturellement a la variété des matrices de rang au plus ko,
et de méme o(X)* s’identifie o la variété des matrices de rang au plus ks — 1. C’est a dire
o(X)* coincide avec le lieu des zéros des ks X ky mineurs. Cetle variété est de codimension
142(k1 —ko+1). On a donc bien que codimpy-y0(X)* = 142(ki —ka+1) < 2(k1 —ka) +2.
Plus précisément nous avons 0, = 1.

Remarque 2.3.2. Le cas o(X) = P(V) est une autre cas ot X est d,+-défective.
Notre critére (proposition 2.2.4) devient alors,

Proposition 2.3.1. Soit X C P(V) une variété projective lisse, telle que dy(xy = 0. Soit
(x,y) un couple général de points de X et on suppose TPXx N TyX = (. Alors 6, = 0.

Exemple 2.3.2. Soit X =PF x ... x P qvec ky > ky > --- > k., r > 3 et notons par
V la variété duale X* pour suivre les notations de [W-Z 1996]. Dans leur décomposition
de Viode, J. Weyman et A. Zelevinsky introduisent une composante appelée Vioqe(D). 1
s’agit des multimatrices A € V, annulées par ’hyperdéterminant, et telles qu’il existe deux
points distincts (x,y) € (X X X)general tels que (A,x) = (A,y) = 0. En d’autres termes
Viode(0) = o(X)*. Le théoreme (0.3) de [W-Z 1996] dit que la composante Vpoqe(D) de
Uhyperdéterminant est de codimension 1 dans V dés que X # P! x P! x P!, P? x P? x
P P? x P! x PL.

Si ’on ne suppose plus k1 < ko + -+ + k. (i.e. on s’autorise dx~ # 0), alors une
adaptation de la prewve du corollaire 4 implique, pour r > 3, que o(X)* est de codimension
1 +min(0,k; — > ;_, ki) dans X*. On retrouve que le cas r = 3 est le seul susceptible de
présenter des cas de variétés 04« -défectives.



Chapitre 3

Applications aux variétés homogeénes

Pour finir, nous classifions les discriminants Ag,/p pour les variétés homogenes, sous
un groupe de Lie semi-simple, qui correspondent & des hypersurfaces singuliéres en codi-
mension 2.

Pour obtenir ce résultat, nous étudions les variétés homogénes pour un groupe de Lie
simple qui sont potentiellement ¢,--défectives. En effet, lorsque X* est une hypersurface
et 0, = 0, nous avons vu que o(X)* était de codimension 1 dans X*. Ceci entraine que
X* est singuliére en codimension 1. Lorsque nous avons une premiére liste de variétés
potentiellement ¢,--défectives, nous appliquons un critére di a F. Zak pour affiner notre
liste et aussi ’étendre au cas des groupes semi-simples. On se raméne alors a une liste
de variétés duales X* que l'on sait étre singuliéres en codimension 2. Ce qui permet
de prouver la classification. Pour compléter cette classification nous traitons en fin de
chapitre le cas des variétés homogeénes dont la variété duale est défective. On obtient alors
la classification des variétés homogénes pour un groupe de Lie semi-simple dont la variété
duale est normale.

3.1 Dimension de o(G/P)* pour G groupe de Lie simple

Dans un premier temps nous voulons classifier les variétés homogénes pour un groupe
de Lie simple qui ne satisfont pas les hypothéses de la proposition 2.3.1. Soit G un groupe
de Lie simple et V), une représentation irréductible de plus haut poids A\. On peut choisir
comme paire générale de points le couple (vy,v,), oit vy est le vecteur de plus haut poids
de la représentaton et v, le vecteur de plus bas poids.

L’hypothése XN T~yX = (), équivaut & g@wv, N gv, = 0. Nous allons traduire cette
propriété en une relation sur les poids A et u, et les racines «, de I'algébre de Lie g. Notre
variété X est 'orbite de vy vecteur de plus haut poids pour le G-module V). En d’autres
termes il existe un sous-groupe P C G, dit parabolique (dont la définition est : P contient

45
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un sous-groupe de Borel), tel que X = G/P = G.[vy] C P(V)). Notons V(,) C V le sous
espace propore associé au poids p et désignons par R, ’ensemble des racines positives de

g.
On a alors,

0Py C A @ (Bacr, Viroa) ® (@aper, Vir—a—p)),

et,

v, C vy @ (Byery V(;Hr’v))'

Notre condition g®v, N gv, = 0 est donc vérifiée lorsque,

)\_&_6#“—’_’}/7 VOZ, ﬁv 7€R+'

Nous allons chercher a déterminer pour quelles représentations I’'inégalité précédente est
fausse. C’est a dire que nous allons résoudre, pour tout groupe de Lie simple G, I’équation

)\—a—ﬁzlu—k’}/’ a, 67 VERJr

En notant par wy l'involution qui transforme R, en R_ on obtient :

Comme il en a été fait la remarque dans [Ch 2003|, la résolution de I’équation A —
wo(A\) = a + [ permet de retrouver la classification des variétés homogénes pour un
groupe de Lie simple dont la variété des sécantes est dégénérée (cf. le résultat de H.
Kaji [Ka 1999]). En suivant les notations de [Bou 1968| nous allons discuter au cas par
cas les solutions de (3.1). L’espace vectoriel réel sur lequel est défini le systéme de racines
sera noté V' et muni d’une base orthonormée (¢;) pour un produit scalaire (, ). Pour tout

1 dim(V ) P

élément de v € V, tel que v = > Z;nll( ) a;e; dans la base orthonormée, on définit une
N : dim(V

norme sur V' de la maniére suivante ||v|| = Z;nf( )|a;|. Comme nous le verrons dans les

calculs qui suivent cette norme se comporte additivement “bien” lorsqu’on considére des
combinaisons linéaires de poids fondamentaux.

Type A,

On considére ’espace vectoriel V' = R"*! muni d’une base orthonormée ¢;, i = 1,...,n + 1.
Les racines positives du systéme A, sont données dans V' par les vecteurs ¢, —¢;, 1 <i <
j < n+ 1. Les poids fondamentaux sont

’i n+1
wi:€1+...+€i—n—ﬂél€i
]:
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et wo l'involution sur le systéme de racines R est définie par wy(¢;) = €,42;. On obtient

donc W; — wo(wi) =€ +...+¢€¢ — €Ent2—j — o — €Epa1 si ¢ S nTH et Wnt1—q — wo(wnﬂ,i) =
W; — wo(wi).
On a ||, — €| = 2, et si on suppose que a + (3 + v n’est pas une somme de deux
racines :
|lov+ 8 + || = 6.

D’autre part,

||wi — wo(wl)|| = 2.

La restriction sur la norme donne comme candidat & la solution de (3.1) :
A=3w; et A =w,, X =uv3(P").

A= w1 + wo et Wp_1+ Wny X = ]FLQ((CTH_l).

A=w; +w, 1 et wy+wy, X ="F, ;(C.

A=wset A\=w, 9, X =G(3,n+1).

I1 nous reste a vérifier que pour chaque A considéré, on a bien A —wy(\) comme somme
de trois racines positives.
3(.(}1 — w0(3w1) = 361 — 3€n+1 = 3(61 — €n+1)-
w1 + wy — Wo(wr + wa) = 261 + €2 — €, — 26,41 = 2(€1 — €ny1) + €2 — €.
Wi+ Wnp1— wo(w1 + wn,l) = 2(61 — €n+1> + €2 — €.
w3 —wWo(ws) = €1+ €+ €3 — €1 — €y — €py1 = €1 — €py1 + €2 — €, + €3 — €5_1.

On peut donc résumer cette étude sous forme de proposition :

Proposition 3.1.1. Soit X = SL,.1/P C P(V)) une variété homogénes sous le groupe
de Lie SL, . 1C dans son plongement minimal. Si
X #P", G(2,n+1), va(P") (variétés dont la sécante est dégénérée [Ka 1999]) et,
X 7& Ug(]Pm), ]FLQ((CnJrl), Fl’n_l(CnJrl)’ G(B,n + 1),
alors X n’est pas 0,+-défective.

Type B,, n > 2

On considére maintenant 1 = R". Les racines positives sont les ¢; et les ¢; £ ¢;, pour
1 <i < j < n. Les poids fondamentaux sont,

wi=€+..+t¢6,i<n
et
1
Wy, = 5(61 + .t €n).
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L’involution wy transforme ¢; en —¢;, d’ott on obtient w; — wy(w;) = 2w;. Calculons les
normes,
lleil| = 1, ||e; £ €]| = 2, donc

3
4
lo+6+911= 1 5
6
par ailleurs
||wi = wo(wi)|| = |[2wil| = 2, i <n
et,
wn — wo(wn)|| = n.

Le choix que nous avons fait pour la norme, implique que si les a; sont des constantes
positives alors || Y. a;w;|| = >, a;||wil|-
Distinguons deux cas, n > 6 et n < 6.

on > 06

Alors les poids A susceptibles d’étre solutions de (3.1) sont,

A= 2(4}1, 3(,(.)1
A= w1 + wo,
et

A = Wwj.

Vérifions si ces poids sont solutions de (3.1) :
2w — wo(2w1) = 4wy = 4e€1, ne peut pas s’écrire comme somme de trois racines, de méme
3wy — wp(3wy) = 6w; = 6e1 ne peut étre somme de trois racines.
wy + wy — wo(wy + we) = 2wy + 2wy = 2€1 + 261 + 265 = 4e; + 265, ne peut pas étre égal a
la somme de trois racines.
w3—wp(w3) = 2wz = 2€1+2€9+2€3 = €1+€9+€1+€e3+€a+€5 est la seule solution pour n > 6.

on <6

Pour n = 6, 5,4, 3, les seuls candidats sont
A = w3 et A\ = w,. Nous venons de voir que w3 — wp(ws) était bien somme de trois
racines positives, regardons a présent w,, — wo(wy,),

€1+ €)+ (e3+€1)+ (€5 +¢€), sin==6

_ _ S
Wn wo(wn)—€1+...+€n—{ (e1+6)+ (e3+€1)+es sin=5
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Lorsque n = 3, ou n = 4 alors w,, — wp(w,) est somme de deux racines et on se raméne
a la classification des variétés homogénes dont la variété des sécantes est dégénérée. Il en
va de méme pour n = 2.

A l'instar de la proposition 3.1.1 résumons ce qui précéde :

Proposition 3.1.2. Soit X = SOy,,1/P C P(V)) une variété homogéne pour le groupe
de Lie simple SOq,11C dans son plongement minimal. Si

X #£Q* 1 S3=P3, Sy, S5, vo(P3), F1(Q*"Y) (variétés dont la sécante est dégéné-
rée [Ka 1999]) et,

X #Se, Sz, Go(3,2n+1),

alors X n’est pas 0,+-défective.

Type Cp, n >3

Ici 'espace vectoriel considéré est encore V' = R"™. Les racines positives sont les 2¢; et
les €, £ €, (i < j). Les poids fondamentaux sont

wi=-¢€ +...+¢€, (i <n).

L’involution wy est la méme que pour le type B,,, a savoir wy(¢;) = —¢;. D’ott w; —wp(w;) =
2w;. Le calcul des normes donne ||2¢;|| = 2 et ||e; £ ¢;|| = 2. Donc
la+ 5411 =6,

sous ’hypothése que la somme n’est pas égale a la somme de deux racines. D’autre part,

[lwi = wo(wi)[| = [|2wil| = 2i.

Par le choix que I’on a fait pour la norme, on voit que si a; sont des constantes positives
alors || >, a;w;|| = >, a;||w;||. On obtient donc comme poids possibles,

A= 3(,(}1,

A= w1 + wo,

A= ws.

Vérifions si, pour ces poids, A — wy(A) est la somme de trois racines :
3wy — wp(3wy) = 6wy = 6e; = 3(2¢;) est bien somme de trois racines.
w1 + wy — wo(wy + we) = 2wy + 2we = 2€; + 261 + 2€5 = 2¢1 + 2(€1 + €3) est bien somme
de trois racines.
w3 —wo(ws) = 2€1+2€2+2€e5 = (€1+€3)+(e1+€3)+ (e2+€3) est aussi somme de trois racines.

D’ou finalement,
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Proposition 3.1.3. Soit X = Sps,/P C P(V)) une variété homogéne pour le groupe de
Lie simple Sp2,C dans son plongement minimal. Si

X # P71 GL(2,2n), va(P* 1) (variétés dont la sécante est dégénérée [Ka 1999))
et,

X #ug(P* ), Fia4, Gu(3,2n), alors X nest pas d,--défective.

Type D, n >4
Dans V' = R", les racines positives s’écrivent ¢;4-¢; pour ¢ < j. Les poids fondamentaux

sont,

w; =€+ ..+¢pourt<n—1.
1
Wp1 = 5(61 + ...t —€n)

1
Wy, = 5(61 + ...t €1t €n)

Sin est pair wy(e;) = —€;, V i, et, si n est impair wy(€;) = —¢; pour i # n et wy(€e,) = €.

Donc si n est pair w; — wo(w;) = 2w; .

Si n est impair et i < n — 1, alors w; — wy(w;) = 2w;, pour i« = n — 1 et i = n,
Wn_1 — Wo(wn_1) = wy — wo(wy) = €14+ -+ + €,1.

Calculons la norme,

a4+ B8+7] =6
et

||wi — wo(wi)|| = |[2ws]| = 2

pour i <n — 1. Si n est pairet i =n — 1 ou ¢ = n alors

[lwn—1 = wown-1)| = [lwn = wolwn)|| = [[2wn]| =7

et si n est impair et : =n — 1 ou ¢ = n,

oot = wolwn-1)l| = llwn —wall = lles + ... nal| = — 1.

Pour le choix de la norme que nous avons fait on voit que si a; sont des constantes
positives alors || Y. a;w;|| = > a;||w;||. Distinguons deux cas n > 7 et n < 7.

on >17
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On obtient ainsi les possibilités suivantes,

)\:3(4}1.
A = W] + wsy.
)\:CU3.

Vérifions si I’on obtient une somme de trois racines pour A — wp(\) :
3wy — wp(3wy) = 61, ne peut s’écrire comme somme de trois racines.
wy + wy — wo(wy + wa) = 2wy + 2wy = 4€; + 2¢€9, ne peut s’écrire comme somme de trois
racines.
w3 — wo(ws) = 2wz = 261 + 269 + 2e3 = (€1 + €2) + (€1 + €3) + (€2 + €3).

on <7

Pour n = 7,6, 5, 4, les candidats sont A = w3, A = w,, et A = w,,_1. Le poids w3 —wy(w3)
est bien une somme de trois racines. Regardons w,, — wo(wy),

(e1+ex)+ (e3+¢€4)+ (e5+¢€), sin=7
(€1 +€2) + (e3+€4) + (65 +€5), sin=26
(61 +€)+(e3+€), sin=5
(61 +€)+(e3+€), sin=5

Wp—1 — w0<wn71) = Wp — w0<wn) =

D’ou pour le type D,

Proposition 3.1.4. Soit X = SO,,,/P C P(V)) une variété homogéne pour le groupe de
Lie simple SO,,C dans son plongement minimal. Si

X #£ Q%2 S3, Sy, Ss, Go(2,2n) (variétés dont la sécante est dégénérée [Ka 1999])
et,

X 7&867 S77 GQ(3,27’L),

alors X n’est pas 0,--défective.

Type F)

On considére maintenant V' = R*, les racines positives sont les €, €; — ¢; (i < j), et
%(61 + ey £ €3 £ €4). Les poids fondamentaux sont,

W] = €1 + €9.

Wo — 261 + €9.

1
w3 = 5(361 +€o + €3+ €4).

Wy = €71.
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L’involution wq envoie ¢; sur —¢; et on a donc,
W; — wo(wi) = 2(,()2

Par ailleurs ||e;|| = 1,|le; — €] =2 (i < j), et ||2(e1 £ ex tes £ ey)|| = 2.

3

4

lot B4l =14 5

6.

et

4si7=1
8sis =2
||wi_w0(wi)|| - 4sii=3
2811 =4

Enfin comme précédemment notre choix de norme implique que si on a des coefficients
pOSitifS a; alors || Zz aiwi|| = Z az||wl||
Alors les solutions possibles de (3.1) sont,

A= 3(4}4,2(4.)4,
A= ws,
A= W3 + Wy,
A= wi,

A= w1 + wy,

Il nous faut vérifier si A — wy(A) est bien la somme de trois racines :
3wy — wo(3wy) = 6Ge; ne peut pas étre la somme de trois racines positives.
2wyq — wo(2wy) = 4€; ne peut pas étre la somme de trois racines positives.
w3 — wo(ws) = 3€; + €2 + €3+ €4 = (€1 + €2) + (€1 + €3) + (€1 + €4) est bien la somme de
trois racines.
w3 + wg — wo(ws + wg) = bey + € + €3 + €4 ne peut pas étre la somme de trois racines.
w1 — wo(wy) = 2€1 + 265 = 2(€; + €2) est somme de deux racines et est donc traité par le
résultat de Kaji [Ka 1999).
wy + wy — wo(wy + wy) = 4€; + 2¢5 ne peut pas étre la somme de trois racines.

D’ou
Proposition 3.1.5. Soit X = F,/P C P(V)) une variété homogéne pour le groupe de
Lie simple Fy dans son plongement minimal. Si

X #XYNH=(Es/P))NH = F,/Py, X' = Xp, = Fy/P, (variétés dont la sécante
est dégénérée [Ka 1999]) et,

X # F4/P37

alors X n’est pas ,--défective.
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Type Eg

On se place maintenant dans R®, les racines positives sont +e; + e; pour i < j et les
LHes+ 20 (=1)"D¢;) avec 37, v(i) est pair. Les poids fondamentaux sont,

w1 = 268

1
wzz5(61+€2+€3+€4+65+66+€7+568)
1
(,Ug:5(—61+€2+63+64+65+66+67+768)
1
u}4:§(€3+64+€5+66+67+568)
1
u)5:§(64+€5+66+67+468)
1
w6:§(€5—|—66—|—€7+368)
1
Wy = §<€6+€7+2€8)

wg = 5(67 + 68).

L’involution wy envoie ¢; sur —¢; et donc w; — wp(w;) = 2w;.
Par ailleurs || + ¢; — ¢;]| = 2 (i < j), et ||3(es + ST (—1)"De)|| = 4 avec S, v(i)
est pair.

la+ 6+ 7] < 12.

(4sii=1
12517 =2
14sii=3
s —wolw)ll = 3 G0 5 0 s
! ’ 16sii=5
12517 =6
8sit =T
(4s10=38

De plus pour le choix de la norme que I'on a fait on a, pour des entiers a; positifs :
1 11 13

1225 aiwil| = 329 iz aillwill + 5la2 — as| + Sa2 + Sas.

D’ou les candidats possibles sont,

A= W1, 2(,(.)1, 3CL)1,

A= w1 + wr,
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)\:wl +w8,

A = 2wy + ws,
A = wi + 2ws,
)\:w%
A = W,
)\:W’ﬁ

A= wr + wg,

A = wg, 2ws, 3ws.

Cherchons parmi tous ces poids ceux tels que A\ — wy(A) s’écrive comme somme de
trois racines :
w1 — wo(wy) = 4eg ne s’écrit pas comme somme de trois racines, de méme que 2w; —
wo(2wy) = 8eg et 3w — wp(3wy) = 12¢s.
wy + w7 — wo(wy + wr) = 8eg + 2¢€6 + 2¢7, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wy + wg — wo(w; + wg) = beg + 2¢7, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
2wy + wg — wo(2wy + wg) = 10€eg + 2¢€7, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wy + 2ws — wo(wy + 2wg) = 8eg + 4er, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wy — wo(wa) = €1 + €3 + €3 + €4 + €5 + €6 + €7 + Deg, ne s’écrit pas comme somme de trois
racines.
we — wo(ws) = 2€5 + 266 + 2€7 + Geg, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wr — wo(wr) = 266 + 2¢7 + 4eg, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wr + wg — wo(wr + ws) = 2¢6 + 4e7 + Geg, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
wg — wo(ws) = 267 + 2eg = 2(€e7 + €3), est une somme de deux racines.

Proposition 3.1.6. Soit X = Eg/P C P(V)) une variété homogéne sous Eg dans son
plongement minimal, telle que X # Xg, (i.e. X n’est pas l'orbite associée a la représen-
tation adjointe de Eg). Alors X n’est pas 0,+-défective.

Type E7

Considérons V = R®, les racines positives sont les +¢; + ej, pour 1 < ¢ < j <6,
—€7 + €5, et 2(es — €7 S0 (—1)"D¢;) avec 320 v(i) est impair. Les poids fondamentaux
sont,

W1 — €8 — €7

1
wgz§(€1+62+€3—|—64+65—|—66—267+268)

1
w;»,:5(—61+€2+€3+64+65+66—367+368)
W4:€3+64+€5+66—267+268

u)5:€4+€5—|—66—§€7—|—§68
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Wg = €5 + €6 — €7 + €3
1 1
W7 = € — 567 —+ 568.
L’involution wy envoie ¢; sur —¢; et donc w; — wo(w;) = 2w;. Regardons la norme,
| te+el| =2 —e+esl| =2et ||5(es — e S0 (=1)"D¢)|| = 4 avec S0, v(i) est
impair. Donc encore une fois on a d’une part,

v+ B+ < 12.
Et d’autre part,

(4sii=1
10si7 =2
12si1=3
[lwi — wo(w;)|| =< 16sii =4
12sit=5
8sii=06
(4si0=7

De plus pour la norme choisie, si a; sont des entiers positifs, on a :
_ 1 9 11
122 aiwil| = 3220123 @illwil| + 3las — as| + Fas + Fas.
D’ou les poids A possibles sont :
)\ = W, 2(,(.)1, 3CL)1,

)\:wl + we,
)\:wl + wr,
A = 2wy + wr,
)\:w1+2w7,
A = wo,
A= ws,
A = ws,
)\:W67

A = wg + wr,

A = wr, 2wy, 3wy.

Cherchons parmi ces poids ceux qui vérifient A — wg(A) est une somme de trois racines
positives :
w1 — wo(wy) = 2wy = 2eg — 2e; = 2(eg — €7), ¢’est une somme de deux racines.
2w; — wo(2wy) = 4wy = 4eg — 4er, ne peut pas s’écrire comme somme de trois racines, de
méme que 3w; — wy(3wy) = 6w; = Geg — Ger.
w1 +we — wo (w1 +wg) = 2wy +2we = 2€g — 267 + 2€5+ 266 — 267 + 2eg = deg — der + 2€5 + 2¢g,
ne peut pas s’écrire comme somme de trois racines.
w1 + wr — wo(wy + wr) = 2wy + 2w; = 2€5 — 267 + 265 — €7 + €3 = 3€s — 3€7 + 2€4, ne peut
pas s’écrire comme somme de trois racines.
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2wy + wr — wo(2wy + wr) = dwy + 2wy = deg — der + 26 — €7 + €5 = Heg — Hep + 2¢¢, ne peut
pas s’écrire comme somme de trois racines.
wy + 2wy — wo(wy + 2wr) = 2wy + dwr = 2eg — 2€7 + deg — 2€7 + 2eg = deg — 4der + 4eg, ne
peut pas s’écrire comme somme de trois racines.
W9 — wo(WQ) = 2LU2 = 61+62+€3+64+€5+66—267+268 = %(61+€2+63+€4+65+66—
€7 + €s) + 2(61 + €+ €3+ €4+ €5+ €6 — €7+ €3) + (—€7 + €g), est bien la somme de trois
racines.
w3 — wo(ws) = 3wy = —€1 + €9 + €3 + €4 + €5 + €6 — 3€7 + 3€g, ne peut pas s’écrire comme
somme de trois racines.
ws — wo(ws) = 2ws = 2€4 + 2¢€5 + 2€5 + 3(€s — €7), ne peut pas s’écrire comme somme de
trois racines.
we — wo(we) = 2we = 2€5 + 2¢6 — 2€7 + 2¢€5, ne peut s’écrire comme somme de trois racines.
we + w7 —wo(we+wr) = 2we+ 2wy = 2€5+2€6 — 2€7+2€5+ 266+ €3 — €7 = 2€5+4eg — 3e7+ e,
n’est pas la somme de trois racines.
wr — wo(wr) = 2wy = 265+ €5 — €7 = (€3 — €7) + (€6 — €1) + (€6 + €1), est bien la somme de
trois racines.
2wr — wo(2wr) = 4wy = 4eg + 2e5 — 2¢7, n’est pas somme de trois racines, de méme que
3wy — wo(3wr) = 6wy = beg + 3eg — 3er.

On obtient alors pour Fr,

Proposition 3.1.7. Soit X = E;/P C P(V)) une variété homogéne sous E; dans son
plongement minimal, telle que X # Xg., X # E;/ P (orbite de E; pour la représentation
A= ws) et X # E;/P; (orbite de E; pour la représentation A\ = wy). Alors X n’est pas
0.+ -défective.

Type Ejg

Soit V = RR®, les racines positives sont les &¢; + ¢;, pour 1 <7 < j <5, et %(68 — €7 —
6> (—1)"D¢;) avec 327, (i) est pair. Les poids fondamentaux sont,

2
o =Sl =€)

1
wzz§(€1+€2+63+€4+€5—66—€7+€8

€s)

3¢ 73715

Wy = €3+ €4+ €5 —€g — €7 + €3
2 2
Wy = €4 + €5 — —€g — —€7 + —€g

3 3 3

1 1 1
Wg = €5 — —€g — —€7 + —€3

3 3 3

)
1 ) 5
W3:§(—61+€2+63+64+65— 3
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L’involution wy est définie par la symétrie du diagramme Fjg, & savoir wy(w;) = —wg,
w()((x)g) = —Ws, w()((x)4) = —wy et wo(w2) = —Wa. '

Du point de vue de la norme on a ||+e;+¢;|| = 2, et ||3(es—€e7—€6 SO (1)) = 4,
donc

la+ 6+ 7] < 12.

D’autre part,

(4sii=1
8sit=2
9si71=3

||wl_w0(wl)||: 12sii=4
9sit=5
| 4sii=6

De plus pour la norme choisie, si a; sont des entiers positifs, on a :

1225 ai(wi — wolwi) || = 32,4025 [lwi — wolew)|| + sla2 — as| + Jas + Jas.
D’ou la liste suivante de poids :

)\ = W, 2(4.)1, 3(,(.)1

)\:wl + wa,
)\:wl + we,
A = 2wy + we,
A = wq + 2wg,
A = wo,
)\:W?n
A = wy,
)\:WE’J;

A= we, 2w6, 3W6

)\ = Weg + Wwo.

Déterminons parmi ces A ceux qui vérifient ’équation (3.1) :
w1 —wo(wy) = Wy +we = € — €7 — €6+ €5 = %(68—67—€6+€5+€4+€3+62+61)+%(68—
€7 — €6 + €5 — €4 — €3 — €5 — €71), S’écrit comme somme de deux racines.
2wy — wp(2wq) = 2wy + 2wg = 265 — 267 — 266 + 2€5, ne peut pas s’écrire comme somme de
trois racines, de méme que 3w; — wo(3w;) = 3wy + 3w = 3es + —3€7 — €6 + 3es.
w1 +ws —wo (w1 +wa) = wi+we+2wy = €g—€7 — €5+ €5+ €1 +eategtest€5—€g— €7t eg =
2¢g — 267 — 266 + 2¢€5 + €4 + €3 + €5 + €1, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
w1 +ws —wo (w1 +wg) = 2wy 42w = 2€5 —2€7 — 265+ 2¢€5, ne peut pas s’écrire comme somme
de trois racines de méme que 2wy + wg — wo (2w + wg) = 3wy + 3ws = 3eg — 37 — 366 + 3¢5
et wy + 2w — wo(wy + 2wg) = 3wy + 3ws = 3€s — €7 — 3e6 + 3€s.
wy — Wo(ws) =2wy =€+ €3+ €3+ €4+ 65 —€g— €7+ €5 = %(68—67—€6+€5+€4+€3+
€ +€1) + %(eg — €7 — €5+ €5+ €4+ €3+ €9 + €1), s’écrit comme somme de deux racines.
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w3 —wp(w3) = w3 +ws = %(—61 +ea+e3+3€4+3e5 — 36— 37+ 3eg) = %<_€1 —€yt+e3tes+
es—€s—€rteg)+3(—€1+ea—estestes—eg—er+3es)+3(e1+erteztestes—eg—ertes),
est bien la somme de trois racines.

wy — wol(wy) = 2wy = 2€3 + 264 + 2¢5 — 26 — 267 + 2¢g, ne s’écrit pas comme somme de
trois racines.

Puis par symétrie on a aussi :
ws —wo(ws) = ws+ws = %(—61 +ea+e3+3€4+3e5 — 36— 37+ 3eg) = %<_€1 —€yt+e3tes+
65_66_67+68)+%(_51 +€2_€3+64+65_66_€7+3€8)+%(61 +ertesteqte5—€g—erteg),
est bien la somme de trois racines.
wg — Wo(we) = We+w1 = €s — €7 — €5+ €5 = (g — €7 — €6+ €5+ €4+ €3+ €2+ €1) + (€3 —
€7 — €6 + €5 — €4 — €3 — €3 — €71), S’écrit comme somme de deux racines.
2wg — wo(2wg) = 2wg + 2wy = 2€3 — 267 — 266 + 2€5, ne peut pas s’écrire comme somme de
trois racines, de méme que 3wg — wo(3wg) = 3we + 3w; = 3€s + —3€7 — 3eg + 3es.
we +ws —Wo(We +wa) = w1 +we+2wy = €g—€7 — €5+ €5+ € +eateg s+ €5 —€g— €7t eg =
2e€g — 267 — 266 + 2¢5 + €4 + €3 + €5 + €1, ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
Ainsi,
Proposition 3.1.8. Soit X = Eg/P C P(V)) une variété homogéne sous Eg dans son
plongement minimal, telle que X # Xp, = Es/ P2, X # FEg/ P, = Eg/Ps (orbite de Eg pour
la représentation A = wg) et X # Eg/P3; = Eg/Ps (orbite de Eg pour la représentation
A =ws). Alors X n’est pas 0,+-défective.

Type G

On considére maintenant V' = R3, les racines positives du systéme G sont les €; — €,
—€1 + €3, —€9 + €3, —2€1 + €3 + €3, —2€9 + €1 + €3, 265 — €1 — €9. Les poids fondamentaux
sont,

Wy = —€ + €3
W9 = —€1 — €9 — 263

L’involution wy envoie w; sur —w; et donc w; — wo(w;) = 2w;. De plus on a ||a + G +
v]| < 12. Or si a; et ay sont deux nombres positifs, ||ajw; + asws — wo(a1wy + asws)|| =
[|2a1w1 + 2a0wsl|| = 2as + 2(ay + az) + 2|2as — aq]-

Si on suppose de plus a; entier, alors 2as + 2(a; + as) + 2|2as — a1| < 12 implique
(ay,as) = (1,0),(2,0),(3,0),(0,1),(1,1),(2,1),(3,1).

Déterminons alors les A = ajwy + azan qui satifont I’équation (3.1) :
w1 — wo(wy) = 2wy = —2¢€3 + 2¢3 est bien la somme de deux racines.
2wy — wo(2wy) = 4wy = —4dey +4dez = (263 — s — €1) + (—2€9 + €1 + €3) + (€3 — €3) est bien
somme de trois racines.
3wy — wp(3wy) = 6w; = —6€2 + 6e3 ne s’écrit pas comme somme de trois racines.
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wy — wo(wa) = 2we = 4eg — 261 — 2e5 = 2(2e3 — €1 — €3) s’écrit comme somme de deux

racines.

wi + wy — wo(wy + we) = 2wy + 2wy = —2€5 + 263 + de3 — 261 — 2€5 = beg — deg — 261, ne

s’écrit pas comme somme de trois racines, de méme 2w 4w — wo (2w +ws) = 4wy + 2ws =

—462 -+ 463 + 463 - 261 — 262 = 863 - 662 - 261, et 3(.()1 + Wy — w0(3w1 + w2) = 6(4)1 -+ 2(4)2 =

—6ey + 6e3 + deg — 261 — 265 = 10e3 — 8€5 — 2¢1, ne sont pas somme de trois racines.
Ainsi,

Proposition 3.1.9. Soit X = Gy/P C P(V)) une variété homogéne sous Gy dans son

plongement minimal, telle que X # Xqg, = Ga/Pa, X # Go/ Py (orbite de Gy pour la

représentation A = wy) et X # vy(Go/Py) (orbite de Gy pour la représentation A = 2w ).
Alors X n’est pas d,«-défective.

Liste des hypersurfaces (G/P)*, pour G groupe de Lie simple, potentiellement
normales

Avec nos calculs, nous avons établi, pour chaque groupe de Lie simple, une liste de
variétés potentiellement ¢,--défectives. Lorsque 6y« = 0 et d,« = 0, X™* est une hyper-
surface et o(X)* est une composante du lieu singulier de X* de codimension 1. Ainsi
0x+ = 0, = 0 = X* n’est pas une hypersurface normale. Si on considére les variétés
obtenues par ces calculs, i.e. variétés homogénes telles que J,« # 0, alors on a une liste
de variétés homogénes qui contient nécessairement toutes les variétés homogénes pour un
groupe de Lie simple, dont le dual est une hypersurface normale. Cette liste peut étre
encore réduite en demandant dx- = 0 et en tenant compte des résultats du chapitre 2. En
effet nous avions montré comme application du théoréme de Knop que les variétés duales
des variétés adjointes, pour G' # Sps, et G # G, étaient des hypersurfaces singuliéres en
codimension 1. De méme le corollaire 3 nous dit que, pour d > 2, vy(IP")* est singuliére
en codimension 1 (et méme plus précisément d,« = 0). Du méme corollaire on obtient que
v9(Go/Py)* = v9(Q°)* est singuliére en codimension 1.

On a donc la liste suivante :

Soit X = G/P C P(V)) une variété homogéne pour un groupe de Lie simple telle que
O0x+ = 0, alors si X* est normale, X appartient a la liste suivante,

G(2,2n) (P Fio(C™Y) Fp,(C™Y) G3,n+1)
Qn SG S7 GQ(3, TL)
GW(Q, 2TL) Flyng(C%) Gw(g, 27’L)
Fy/P; Fy/ P,
E;/P, E;/P;
Es/ P, Ee/Ps
GQ/PQ.
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Pour obtenir une classification des discriminants, pour les variétés homogénes, qui
correspondent & des hypersurfaces normales, il faut encore prouver que certaines variétés
dans la liste ont des variétés duales singuliéres en codimension 1. Nous allons donc dans les
prochaines sections préciser ce résultat et ’étendre aux variétés homogénes sous ’action
d’un groupe de Lie semi-simple.

3.2 Normalité de A/ p

Rappelons quelques exemples connus de variétés homogénes dont le dual est une hy-
persurface normale.

3.2.1 Quelques variétés homogénes dont le dual est une hyper-
surface normale

Exemple 3.2.1. Reprenons l'ezemple de X = vy(P") C P(S*(C™Y)). On peut identifier
X a la projectivisation de [’orbite des matrices de rang 1 dans [’algébre des matrices
symétriques. Comme nous l’avons déja évoqué X* est donnée par l’équation {det = 0}, et
est donc isomorphe a la projectivisation des matrices symétriques de rang au plus n. Le
liew singulier de {det = 0} est I’ensemble des matrices de rang au plus n—1. Mais l’espace
des matrices symétriques de rang n + 1 — i est de codimension w dans S%(C"™1). On

. R .
obtient ainsi codimxXg,, = 2.

Avant de proposer le prochain exemple, il nous faut introduire les variétés sous-
adjointes en reprenant la terminologie de [L-M 2003, L-M 2001]. Expliquons briévement
cette notion : soit g une algébre de Lie de plus haute racine &. Supposons de plus que
& = w; soit un poids fondamental, et considérons X = G/P,, C P(g) sa variété adjointe.
Soit H C P,, le sous-groupe de Lie semi-simple obtenu & partir de GG en effacant le noeud
correspondant au poids fondamental w;. L’espace tangent TMXG = gxg se décompose en
somme de H-module irréductibles,

T Xo =Ty + Ty

Avec Ty = @ﬁeg,mi(ﬁ):l g-5%a, et Ty =< x4, [z_a,25] >. Le H-module T} est la représen-

tation obtenue en marquant les noeuds du diagramme du groupe semi-simple H qui étaient

adjacents au noeud correspondant a w; pour le diagramme du groupe G. Soit maintenant

Y C P(T3) lorbite fermée pour H. C’est cette variété que l'on définit comme variété

sous-adjointe. Le lien entre cette sous-orbite trés spéciale et les invariants différentiels de

X¢ est exploité dans [L-M 2003]. Ce lien est le suivant : Y = Base|llx, .. |-
Schématiquement on retrouve cette orbite de la facon suivante :
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XSOgn - SOQn/Pozg

FI1G. 3.1 — Description schématique de Ysr,x50,,_4 C Tk, X50,,

Exemple 3.2.2. X = P! x P! x P! est la variété sous-adjointe de Xp, C P(s03C). Plus

généralement X = Q" x P! est la variété sous-adjointe de Xp, sim = "TJ“:’ ot de Xp,, si

__ n+6
m——2 .

Proposition 3.2.1. (Q" x P')* n’est pas singuliére en codimension 1 si et seulement si
n > 1.

Les projectivisations des SO, 1 x SLy-orbites de C""! ® C? ont été décrites dans
[L-M 2001]. Pour n > 2 on a :

Q"xP'CcP"!' xPU{pb®@e+c® fllbAc € Gy(2,C"2) e, f € P} C 7(X) C PP,

On peut alors montrer que 7(X) ~ X*. La reunion des orbites P""! x PU{[p®@e+c®
flIoAc € Gg(2,C™2) e, f € P'} correspond au lieu singulier de 7(X)*. Pour P! x P! x P!
(cas n = 2) une description similaire existe mais le lieu singulier de (P* x P! x P!)* se
décompose en trois composantes irréductibles de codimension 2 (voir aussi [W-Z 1996]).
Enfin si on considére le produit de Segre d’une conique et d’une droite, Q! x P! C P® alors
P? X P! C Ting(Q' x P') est de codimension 1.
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Les variétés de Scorza (voir [Zak 1993])

Les variétés de Scorza furent introduites et classifiées par F. Zak [Zak 1993|. Ces
variétés généralisent les variétés de Severi qui s’obtiennent comme cas limite du théoréme
suivant :

Théoréme 3.2.1 (Zak). Soit X" C P"® une variété lisse non dégénérée, telle que
a <% +2, alors o(X) =Pt

La définition des variétés de Severi est donc,

Définition 3.2.1. On appelle variété de Severi, une variété X™ C P lisse et non
dégénérée telle que o(X) AP et a =5 + 2.

Il existe quatre variétés de Severi qui sont :

U2(]P)2> cP> PPxP2CP® G(2,6> c pi & = EG/PI C P2,

Pour définir les variétés de Scorza, il faut introduire les sécantes de dimension supé-
rieures.

Définition 3.2.2. Etant donnés k + 1 points, x1, ..., 11, notons par P’;l___xkﬂ le k-plan

passant par ces points. Alors pour X C P(V'), on définit la k-iéme variété des sécantes de
X par,

HX)= | P
T1y T4 1E€X
Comme pour les variétés des sécantes il existe une notion de défaut. On s’attend a
avoir dimo;(X) = dimX + dimo;_;(X) + 1 et on peut définir ainsi un défaut d’ordre i,
9; = dimX + dimo;_1(X) 4+ 1 — dimo;(X), avec §; = d,.
Les résultats suivant dus a Zak conduisent a la définition des variétés de Scorza. Notons
par ko le plus petit entier k tel que oy (X) = P

Théoréme 3.2.2 (Zak). Si 1 <i < kg, alors 6; > §;_1 + 41.
Corollaire 5 (Zak). ko < 7.

Comme pour les variétés de Severi, Zak définit les variétés de Scorza comme cas limite
de ses précédents résultats,

Définition 3.2.3. Une variété X" C P" est de Scorza si elle est lisse, non dégénérée

et que d’une part kg = [g] et d’autre part 6; = i0;.

On parle de k-variété de Scorza pour préciser la valeur de ky = k.
Les variétés de Scorza sont :

U2(]Pm) C P(stn—l—l) P? x P? Pn2+2n G(z, 2n) C ]P)(/\QVQn) 56 — EG/PI C ]P)QG.
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Les 2-variétés de Scorza sont les variétés de Severi.

Les k-variétés de Scorza sont toutes homogeénes et correspondent aux variétés projec-
tives des matrices de rang 1 dans des algébres de Jordan de rang &£+ 1. Ce lien étroit entre
variétés de Scorza et algébres de Jordan a été étudié en détails par P.E. Chaput [Ch 2003].

Pour X une variété projective, on peut regarder la stratification de X* induite par la
multiplicité, X} = {H € X*|multy > k}. La description des variétés de Scorza comme
variétés de matrices de rang 1 conduit aux isomorphismes suivants,

si X est une k-variété de Scorza alors (voir [Zak 2004]),

X! ~op_i(X).

(2

Cela implique en particulier que si X est une variété de Scorza, alors codim x- X% _ > 2.

sing —

Les variétés sous-adjointes dans le carré magique de Freudenthal

Dans [L-M 2001], J.M. Landsberg et L. Manivel ont considéré la géométrie du carré
magique de Freudenthal. Les auteurs ont étudié la structure infinitésimale des variétés
adjointes (variétés sous-adjointes). Les variétés sous-adjointes ainsi obtenues sont des va-
riétés minuscules Y (voir [L-M 2001]), et lorsque Base|lly,| # 0 on peut réitérer le
procédé et construire des variétés sous-minuscules. Pour les variétés adjointes X lorsque
G = F,, Es, E;, Eg les variétés sous-minuscules obtenues aprés deux étapes sont les
variétés de Severi. Or une section générale d’une variété de Severi est encore une variété
homogéne. Ces considérations conduisent au carré suivant,

n(QY) P(TP?*) G,(2,6) OP*NH section hyperplane Z N H
0 (P?)  P2xP? G(2,6) OP? variété de Severi Z = Base|lIy|
G.(3,6) G(3,6) Se E;/P;  variété sous-adjointe Y = Base|llx,|

Xp, Xg, Xg, Xp, variété adjointe

Ces variétés sont des variétés homogénes dont les algébres de Lie sont,

503 sl3 sPps fa
5[3 5[3 X5[3 5[6 €6
5P slg 5019 €7
fa €6 €7 €8

C’est le carré magique de Freudenthal d’algébres de Lie semi-simples. La version de
Freudenthal et Tits repose sur une construction d’algébre de Lie semi-simple a partir
d’une paire (K;,Ks) ot K; =R®C,C®C, H® C, O ® C est la complexification de R,
C, des quaternions H ou des octaves Q.
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Les auteurs étudient en détails les orbites des représentations associées aux variétés de
la troisiéme ligne et en donnent une déscription unifiée. La proposition suivante s’obtient
en regroupant les propositions 5.8, 5.10 et 5.11 de [L-M 2001].

Proposition 3.2.2. (Landsberg-Manivel) Soit X C P(V) une variété issue de la
troisiéme ligne du carré magique homogéne sous l’action de G.

- V' a exactement 4-orbites coniques sous l’action de G distinctes de {0}, et qui sont
ordonnées pour 'inclusion,

X=X,CXoCX;CPV).

- Xik ~ Xg.
- X2 ~ sting'
- codimy, Xo > 2 (voir [L-M 2001] pour un calcul précis des dimensions des orbites).

Ainsi les variétés de la troisiéme ligne du carré magique ont pour variété duale une
hypersurface normale. Il convient de noter ici que X = P! x P! x P!, traité dans ’exemple
3.2.2, s'interpréte aussi comme une variété de la troisiéme ligne pour une version étendue
du carré magique. Les résultats précédents sont alors vrais pour P! x P! x P

3.2.2 Résultats de Zak sur la normalité de X*

Nous rappelons dans cette section deux théorémes dus a Zak (|Zak 1989, Ro 1994,
Te 2004]). Nous déduisons du premier que si X = G,(2,2n) ou X = F;/P;, alors X*
n’est pas une hypersurface normale. A partir du second théoréme, nous traitons le cas des
variétés homogénes pour un groupe de Lie semi-simple.

Avant d’énoncer le premier théoréme, nous avons besoin d’une définition.

Définition 3.2.4. On dira qu’une variété lisse X" C P"te admet une extension, si il
eriste une variété X" C P***! non dégénérée et un hyperplan H € Pt tels que
X=XNH.

Théoréme 3.2.3 (Zak). Soit X C P(V) une variété projective lisse. Alors X* est
normale = X n’admet pas d’extension.

Application aux variétés (C,,ws) et (Fy,wi).

La variété X = G, (2,n) = Spa,/P, admet une extension. En effet si on considére w
comme une forme linéaire sur A”C?", la variété X s'écrit alors X = G(2,2n) N H,_,.
Il est aussi bien connu (voir [L-M 2001]) que la variété X(*®) = F,/P; s’obtient comme
section hyperplane de la variété de Severi Eg/P;.

Ainsi les variétés duales (Spa,/Ps)*, (Fy/P1)*, qui étaient potentiellement des hyper-
surfaces normales, ne le sont pas.



3.2 Normalité de A/ p 65

Le second théoréme va nous permettre de traiter le cas des groupes de Lie semi-simples.

Théoréme 3.2.4 (Zak). Soit X une variété projective lisse telle que X* soit normale,
alors soit 0(X) est dégénérée soit V x € Xgeneral, dimp(ser, x)|{Ixq| =n —1.

Application aux variétés homogénes sous 1’action d’un groupe de Lie semi-
simple.

Afin d’appliquer le théoréme de Zak, prouvons le lemme suivant,

Lemme 10. Soit X™ C P(V') une variété projective lisse non dégénérée, X # P". Alors
o(vq(X)) est non dégénérée deés que d > 2 et dim|I1,,(x) 4| #n — 1.

Soit Y™ C P(W) une autre variété projective lisse, alors (X xY) CP(V @ W) est
non dégénérée et dim|Ilxy zoy| #n+m —1 si et seulement si

X xY #C xP™, ou C est une courbe lisse,

X xY #£ X x P! avec dim|IIx .| = 0.

Remarque 3.2.1. On trouve dans la littérature des preuves d’assertions contenues dans
ce lemme. Par exemple o(vg(X)) non dégénérée est prouvé dans [I-L 2003, Lan 1996/, et
(X xY) non dégénérée, est prouvé dans [Zak 1993].

Démonstration. Soit F% un fibré des repéres adaptés au premier ordre pour X, i.e. qui
respectent le drapeau, {eg} C {€g, ea} C {€0, €q,€,}. Le calcul de I, (x).« donne,
T o
Ceci implique dim|71,, x) 4| > n—1. Sion dérive encore une fois on obtient 111, x4 7
0 qui implique o(vg(X)) est non dégénérée.
Soit maintenant G{- un fibré des repéres adapatés au premier ordre au-dessus de Y.

Le drapeau correspondant est {fo} C {fo, f} C {fo, fe, f,}. En notant (¢}) la forme de
Maurer-Cartan pour le fibré G, le calcul de I1xyy,es, donne,

ITxyve00f, = WoPpEa @ fe+whwye, @ fo+ ...

L’hypothése X # P implique w# # 0 et donc dim|/Ix 7 cyef,| > mn. En dérivant une
fois de plus, on obtient I1Ixyy o, 7 0. Ce qui implique o(X x Y') est non dégénérée.
dim|[IIx 7 epnf,| > dimX +dimY — 1 si nm > n+m — 1. Cette derniére égalité est vraie
lorsque n > 1 et m > 1.

Traitons le cas n =1, on a

Iexy.epns, = wodher ® fe+wiwge, ® fo+ ¢LdGe ® f.

SiY n’est pas un espace projectif, ce calcul implique alors que dim|/Ioyym eog5,| > m — 1.
SiY = P™ alors dim|llcxym ey f| > m — 1 dés que dim|II¢,,| > 0. Pour le cas m = 1,
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il faut supposer Y = P! sinon c’est le cas précédent. Un calcul similaire montre alors que
dim|IIxup1 enf,| > 1 dés que dim|/ x| > 0. O

La seule variété homogéne qui vérifie dim|/7y | = O est la quadrique lisse X = Q" C
P+ Ainsi d’aprés le lemme, la seule variété homogéne pour I’action d’un groupe semi-
simple (mais pas simple), dont la variété duale puisse étre une hypersurface normale, est
X = Q" x P Or (Q" x P!)* est bien une hypersurface normale comme nous I’avons vu
dans la proposition 3.2.1.

3.2.3 Normalité de X* pour les variétés homogénes

Il nous reste a traiter le cas des variétés Fyo(C*™1), Fy,, 1 (C"™), Fy5,,(C*), G(3,n),
Go(3,n), G,(3,2n), S7, Es/ P, E7/ Py et F,/Pj afin d’obtenir une classification compléte
des variétés homogénes dont le dual est une hypersurface normale.

Pour cela nous allons appliquer le critére de F. Zak (théoréme 3.2.4) et donc calculer
la dimension de |IIx .| pour ces variétés.

Les variétés F,(C"1), Fy,, ;(C"™!) et Fyo,(C*")

Lemme 11. (F;o(C"™))*, (F1,_1(C"™))*) et (F12.,(C*))* ne sont pas des hypersur-
faces normales.

Démonstration. Ces trois variétés ne sont pas d,(x)-défectives deés que n > 2. Si n = 2,
on se trouve dans le cas X = X4, qui a été traité au chapitre 2. Pour prouver le lemme,
nous allons calculer la seconde forme fondamentale et prouver que dim|I[p, ,cnt1y,| >
dim(IFLg((C"H)) et dim|]IF1’n_l((Cn+1)7m| Z dim(]FLn_l((CnJrl)).

Nous allons faire le calcul pour X = F, ,(C""!), p < ¢q. On rappelle que F, ,(C"™!) C
P(A”C**t @ ATC"). On note par {e;,...,e,,1}, une base de C"*! et on pose £ =
ertN---Neyet F=e N---ANeg On é‘c‘rira'E;' =e N---Nej_1 NesANeipr A= Nep, en
gardant la méme notation pour F!, EY, F.}. Enfin (w) sera la forme de Maurer-Cartan
associée au SL,-fibré des repéres.

Calculons la dimension de ’espace tangent de X au point £ ® F :

d(E®F) = Y  W(EI®@F+EQF)
1<i<p,g<s<n+1
+ > WEQF+ ), WEQF
p<i<q 1<i<p,p<s<q
D’ott on déduit que dimX = (n+1—q)q+ p(q — p).

Pour obtenir la seconde forme fondamentale, nous dérivons les termes qui apparaissent
dans l'expression d(E ® F),
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. s, .t ij
Iy, , Bor = E wiw; B ® F
1<i#j<q
s .t ij s, |t i j
+ ) WwEIeF+ Y WuBeF.
1<i#j<p 1<i<p,1<j<q

Ce que 'on peut écrire dans un langage plus invariant,

2 2 9 9
|-[IFp7lI7E®F| = /\Cp ® /\ crti-p 4 /\Cq ® /\ crtl-a o ((Cp ® CnJrlfp) ® ((Cq ® (CnJrl,q).

Donc on a dim|Ifg, | = p(n+1—p)g(n+1—q)+ tp(p—1)(n+1—p)(n—p)+ 1q(q—
D(n+1-q)(n—q).

On obtient alors les inégalités voulues pour (p,q) = (1,2) et (p,q) = (1,n —1).

On utilise le calcul que 'on vient de faire pour montrer que la variété duale de [Fy 5,
n’est pas normale. Le calcul est le méme sauf que cette fois-ci la forme de Maurer-Cartan
w est une forme sur le Spy,-fibré des repéres, a valeur dans sp,,,. En utilisant (p, ¢) = (1, 2)
il faut tenir compte de la relation w’f” = wg“. Pour la dimension de I, 5, on obtient

dim(FFy2,,) = 2(2n — 1). Pour la dimension de |I]y, ,  (c2n)e; e ne,| OD &
s s, t s,
Ig, , ,(c20),c10e1ney = WW3€1 ® €5 A € + wiwies Q e N e + wiwses @ e N ey

2t t t
= Wijwy @ es @ ep N e+ wijwrer @ e N ey
t t
Fwiwy(er ® e; A e+ e; @ e Aey) +wiwies @ ep A es.

On compte alors 2n—3+2n-+3+ W+4(n—3)2 quadriques, mais les quadriques
wiws™ = wiwl? ont été compté deux fois. On en déduit dim(| 1 1g, , (2" e1@e1nes)]) =
(2n —3)(3n —4). Pour n > 3 on a dim(|I]p, ,  (c2r e, 0e1ne0)|) > dim(F12,) = 2(2n — 1).

|

Les variétés G(3,n), Go(3,n), Gu(3,2n) et S;

Ces variétés ont été étudiées dans [L-M 2003] (pour la grassmanienne G(k,n) on peut
aussi voir [G-H 1979]). En particulier la structure de H-module (H étant toujours la
partie semi-simple de P, X = G/ P) de leur espace normal est décrite. Tout comme pour
I’espace tangent, cette décomposition donne des composantes irréductibles de natures
différentes. La premiére composante, notée N, s’identifie & g® v, mod gvy (proposition
2.3 dans |L-M 2003|), ce qui, en d’autres termes, revient a dire, Ny >~ |IIx ,|. Les résultats
de [L-M 2003] pour G/P = G(3,n) sont,
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2 2
M:A@®A@*

d’ot dim|/ )| = 2(n—4)(n — 3).

Pour X = Gg(3,n),

2
N~ (A\Ce AC*oS°C? o (/\C°®C’®C" ") @ (S»C?),
d’ou dim|IIg,@3m| = 3(n —6) + 6 4+ 9(n — 6) + 6.

Quant & G/P = G,(3,2n),

<2>

2
N, ~ /\ C*® /\ C2 6 @ G, C3 @ C2" 6 @ Sy C3.

ce qui donne

dim| T Te, (3 9| = 3(Z=222D 1) 4-10(2n — 6) + 6.

Enfin pour X =S; on a N, ~ A*C7, donc dim(|I s, ,|) = <05 = 30. On en conclut
donc,

Lemme 12. Les variétés G(3,n)*, pour n > 7, Go(3,n), pourn > 6 et G,(3,2n)*, pour
n > 4 et S; ne sont pas normales.

Démonstration. Les variétés des sécantes o(G(3,n)), 0(Gg(3,n)), 0(G,(3,2n)) et o(Sy)
ne sont pas défectives, de plus dim(G(3,n)) = 3(n — 3), dim(Gg(3,n)) = 3(n — 6) + 3,
dim(G,(3,2n) = 3(2n — 6) + 6 et dim(S7) = 21 ce qui permet de conclure. O.

Les variétés Fg/P; et F;/P,

Pour calculer la dimension de |[[Ix .| dans le cas o X = Eg/P; et X = E;/D,
nous allons utiliser le résultat qui est une conséquence du théoréme de Borel-Weil (voir
[I-L 2003] page 84 pour plus de détails),

Proposition 3.2.3. Soit X = G/P C P(V)) une variété homogéne obtenue comme orbite
du vecteur de plus haut poids vy € Vi. Alors I,(G/P) = Vs C S*V*,

Comme lorsque nous avons introduit les variétés sous-adjointes, nous pouvons construire
de nouvelles variétés au niveau infinitésimal a partir de G/P,, si a; est une racine longue.
L’espace tangent se décompose alors en une “somme” de H-modules irréductibles ou H
est la partie semi-simple de P. En particulier 'orbite fermée Y = H/Q C P(7}) est exac-
tement le lieu de base de la seconde forme fondamentale de G/P (|[L-M 2003] Théoréme
2.19). Ainsi I,(H/Q) C |I1g/p|. Sur les figures 3.2 et 3.3, on détermine schématiquement
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la variété Y comme pour les variétés sous-adjointes,

X = Eg/Py,

O—O0C—"—(C—8@—=0

[\

O—0—@—=0 ®

YsryxSL, = SLs/Pa, x SLa/Pa, = G(2,5) x P!

FIG. 3.2 — Description schématique de Ysr,;xsr, C T, E6 /P3

En utilisant la proposition précédente pour Y, on obtient

Lemme 13. (Eg/P;)* et (E7/P2)* ne sont pas des hypersurfaces normales.

Démonstration. Comme ces variétés ne sont pas 0,(x)-défectives, nous allons montrer que
dim|I gy p, .| > dim(Es/Ps) et dim|IIg,/p, .| > dim(E7/P,). Tout d’abord rappelons
que dim(FEg/P3) = 25, et dim(E;/P;) = 42. 1l s’agit de calculer dim/5(Y") pour obtenir
un minorant de dim|//g,p|.

Notons V ~ C% et W ~ C°. Pour X = F/P3, Y est Porbite fermée pour le SLy x S Ls-
module V,,, ®W,,. Le module \*V,,, @ \* W, C S%(V,,, ®W.,,) vit dans le complémentaire
de Vi, ®Vay, C S*(V,,,)®S52(W,,). On en déduit dim|I 5, p, .| > dim(A* V., @A° W.,) =
45, ce qui implique dim|/ /g, /p, »| > dim(Es/Ps).

Posons U, = C7 la représentation standard de SLg(C). Pour X = E;/P, lorbite
fermée Y est homogene pour le groupe SLg(C), ce groupe agissant sur U,,. dimS?*(U,,) =
630, or dimU,,,, = 490 d’ou dim/5(Y) = 140 ce qui implique le résultat. O

La variété F,/P;s

La racine a3 du diagramme Fj est une racine courte ce qui invalide les raisonnements
précédents. Plus précisément, il a été montré dans [L-M 2003| que la variété Base|llr, p, |
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X = E7/P,,

O—O0—"C0CO—"C—"~0O—7~20

O—O0—"C0C—8—0O—~=0

Y = SLs/P., = G(3,7)

FIG. 3.3 — Description schématique de Ysz, C T, Fr7/P»

n’était pas homogéne. Cependant, en analysant le réseau des poids du Fy-module V,,,, nous
allons minorer la dimension de |11, /p, .|.

Rappelons ici que dim(F,/P3) = 20. En notant par «;, as, oz, g un systéme de racines
positives simples, on peut écrire I’ensemble des racines positives de F}; de la fagon suivante,

aq (6] Q3 Oy
o1 + Qg Qo + Q3 Q3 + 0y
a1+ oo + as a2+ 203 g + a3+ oy
a1 + ag + 203 a1+ ag + oz + oy g + 203 + g
a1 + 20 + 203 ap +og + 203 +ay g+ 203 + 204

o1+ 200 + 203 + oy o + o+ 203 + 204
a1+ 200 +3a3 + oy ap + 200 + 203 + 204
a1 + 209 + 3ag + 20
a1 + 200 + dag 4+ 20
a1 + 3ag + dag + 20
20(1 -+ 30[2 -+ 40[3 -+ 20[4

Les poids de V,,, sont définis comme les poids étant a la fois congrus a ws modulo le
réseau des racines et a la fois dans I’enveloppe convexe délimitée par les images de w3 sous
I’action du groupe de Weyl.

Ces poids sont contenus dans le cone ws + C,, ot C, =< 3 € R_|m3(3) #0 > (C,,
est le cone engendré par les racines négatives qui s’écrivent, Zle m;a; avec mg # 0).

Les racines qui contiennent a3 se decomposent en 4 groupes,
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( (0%} 0424—063 063—|—Oé4
o)t t+a3 o tazt+ag o+ agt+ a3+ oy

(6] + 20[3 aq + (6] + 20(3 (6] + 20(3 + Oy
([I) O[2+2(I3+2(I4 a1+a2+2a3+2a4 a1+a2+2a3+a4
a1+ 200 + 203 1 + 200 + 203 + a4 + 209 + 203 + 204

oy + 200 + 3as + ay
(111) a1 + 200 + 3ag + 20y
o + 209 + 4o
([V) oy + 30(2 + 40(3 + 20&4
20(1 + 30(2 + 40&3 + 20&4

Il s’en suit de cette décomposition que To,, Fi/Ps = s (1) (11, (111, (1v) 9-Ves- Pour
les groupes (1), (I11),(IV), nous avons ms(3) > 2, ce qui implique X_3X_3v,, # 0. On
construit ainsi 14 quadriques indépendentes dans /1y, /p, ,|. Posons v = oy + 203 + oy, et
B e (I), alors X_3X_,v,, # 0 donne 6 nouvelles quadriques. Enfin § = 20y + 3as +4a; +
204 et € = ag + 2a3 + a4 permet de définir une quadrique supplémentaire X _ X _sv,,.

Ceci nous conduit 4,

Lemme 14. (Fy/P;)* n’est pas une hypersurface normale.

Démonstration. (F,/Ps;)n’est pas 0,(x)-défective, or on vient de montrer que dim|/ 1z, /p, .|
dim(F}/P;), et donc d’aprés le théoréme 3.2.4 (F,/P;)* ne peut étre normale. O

Classification des G/ P telles que (G/P)* soit une hypersurface normale

En regroupant les résultats de ce chapitre on obtient :

Théoréme 3.2.5. Soit X = G/P C P(V)) une variété rationnelle homogéne pour un
groupe de Lie semi-simple G. On suppose que X* est une hypersurface. Alors X* est
normale si et seulement si X est ['une des variétés suivantes,

X = Q" c P, la quadrique lisse.

X = wy(P?) ¢ PR progpr ¢ P10 (2, 20) € PCBL & = OP? ¢ P,
une variété de Scorza.

X =P x Q" c P2+2-1 > 1, G,(3,6) C P, G(3,6) C P, S¢ C P3, & =
E;/P; C P55, une variété sous-adjointe, minimalement plongée, obtenue a partir d’une
variété adjointe fondamentale.

X = Xg, C P8, la variété adjointe pour le groupe de Lie G = Gb.

v
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3.3 Le lieu singulier de X,

La classification que nous avons obtenue avec le théoréme 3.2.5 fait intervenir des va-
riétés remarquables & bien des égards. Commme nous ’avons rappelé les trois permiers
types (quadriques, Scorza et sous-adjointe d’une variété adjointe fondamentale) appa-
raissent dans différents problémes de classification [L-M 2001, Om 2000, Zak 1993]. Ces
variétés ont donc été étudiées en détail et il existe en particulier des descriptions du lieu
singulier des variétés duales correspondantes.

-Si X = Q" C P alors X5, = 0.

- Si X est une k-variété de Scorza, alors X, = o(X)* ~ 03 _o(X).

- Si X est une variété sous-adjointe minimalement plongée, obtenue a partir d’une
variété adjointe fondamentale, alors X5 . = 04 (X) ot la variété o, (X) peut-étre décrite
comme le lieu singulier de 7(X') ou comme le lieu des points sur une droite tangente pour
la distribution o(Base(IIx,)) C T, X (voir [L-M 2001] proposition 5.11). De plus on a
Xs*ing = (Xs*mg)*

Quelle description pouvons-nous donner de (XE‘;Q)Sing ? Rappelons que Xq, C P(gy) =
P13 est une variété de dimension 5 dont la sécante est défective de défaut 1. On adopte ici
les notations de [Fu-Ha 1991] ou le systéme de racines de g, et sa “table de multiplication”
pour l'action adjointe sont donnés explicitement (pages 339-346). Notons alors ag = 3a; +
2as la plus longue racine.

On identifie g, et g; par la forme de Killing :

Proposition 3.3.1. Soit X, C P(g2) la variété duale de la variété adjointe de type
Gy. Alors (X§,)sing = 0(Xa,)" =~ 0(Xa,). En particulier le liev singulier de X(,, est
irreductible et auto-dual.

Soit oy = ay + as la plus grande racine courte du systéme de racine (G5, on note
Hy = [x_4,,%,]. Nous allons utiliser la variété Y = P(G.Hy) C P(g2) comme variété
“Intermédiaire”.

Lemme 15. dim(Y') = 10.

Démonstration. Rappelons que Ty, G.Hy = [g, Hy], on en déduit Ty,Y = CZa,—20, 10
Cayta; ©Cr3a; 10y D CT3ay 420, B Cy B C[xfm,:r%] BCr_0, BCT_0)—0, DCT_30,-0, D
Cr 301205 D C_ny=—20;—ay, ce qui prouve dim(Y) = 10.0

Démonstration. (de la proposition). Montrons que (X§, )sing C Y. Soit x € (X, )sing, On
écrit x dans sa décomposition de Jordan x = x4 + x,, avec [z, x,] = 0. Une base de b est
Hy = [24,,7_q,] €t Hy = [Ta,,2_q,], ainsi 2, = aH; 4 bH,. L’équation de X, est donnée
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par le produit des racines longues, i.e. Ax, (v) = [[a3(z.)a3(vs)ag(zs) = 0, de plus
nous avons vu que pour r € X5, , x est singulier si et seulement si z n’est pas un élément
régulier de go. La condition x € X¢, est équivalente a 'une des conditions suivantes :

OéQ(CLHl + bHQ) = 0, i.e. —3a + 2b =0 i.e. Tsg = k’H4, k 7é 0

as(aH, +bHy) =01ie. 3a—b=01ie. H=FkH;s, k#0

ag(aH; +bHy) =0ie. b=01ie. H=FkHy, k #0.

Les éléments semi-simples H; pour ¢ = 1,3,5 correspondent a des racines courtes,
ils appartiennent & la méme orbite. On peut alors supposer zy; = Hy. L’hypothése =
n’est pas un élément régulier de g, implique dim(gi = {y € go, [z,y] = 0}) > 3. Donc
dimT,P(G.z) < 10. Or z, = Hy est dans 'adhérence de G.z, on en déduit Y C P(G.z).
Mais les calculs de dimension impliquent alors Y = P(G.z), et donc € Y. On vient
d’établir (X, )sing C Y.

Nous avons aussi d’'une part I'inclusion o(Xq,)* C (X, )sing, €t d’autre part 'inclusion
0(Xg,) C 0(Xg,)* (en appliquant la proposition 1 de [Po 2002]). Donc nous obtenons

0(Xe,) Ca(Xe,)" C (Xg, )sing C Y,

et les variétés o(Xg,), 0(Xg,)* et Y sont toutes irréductibles et de dimension 10, ceci
achéve la preuve de la proposition.O

3.4 Normalité de (G/P)*

On peut maintenant sans trop de difficultés étendre le théoréme 3.2.5 en s’affran-
chissant de I’hypothése dx+ = 0. C’est a dire que nous proposons de classifier toutes les
variétés homogénes pour un groupe de Lie semi-simple dont la variété duale est normale.
Il reste donc a traiter le cas des variétés homogénes dont la variété duale est dégénérée.
D’aprés les résultats de Knop-Menzel ([K-M 1987]) ces variétés, pour un groupe de Lie
simple (G, sont

G 1% X=G/P dim(G/P) 6x-
SL, cn pr-t n—1 n—1
SLoypir N°C1 G(2,2n+1) 22n—1) 2
Sping C16 Ss 10 4
Spinm Cl6 S5 10 4

Pour le cas semi-simple, il suffit de rappeler le calcul suivant pour le défaut de Seg(X x
Y)CP(VeW)avec X CP(V)et Y C P(W):

5(X><Y)* = maX(O, (S)(* — dlm(Y), (Sy* — dlm(X))
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On souhaite encore une fois appliquer le critére de Zak (théoréme 3.2.4). Le lemme 10
implique directement la proposition suivante :

Proposition 3.4.1. Soit X = G/P C P(V) une variété rationelle homogéne minimale-
ment plongée pour un groupe de Lie semi-simple G telle que dx+ > 0. On suppose X* est
normale, alors nécessairement X est ['une des variétés suivantes,

X =S5 C P

X =P x P C ]P)(k‘i’l)(l‘i’l)fl} k ?é l

X =G(2,2n+1) Cc P(\>C>*1)

X =Q'xP" CP(S?)C*@C™1), m > 1

Il nous faut maintenant vérifier si les variétés duales des variétés de la proposition
sont normales. La variété S; C P'° est autoduale d’aprés les resultats de Ein cités en
introduction, sa variété duale est donc lisse et en particulier normale.

Pour traiter les autres cas nous rappelons la définition des variétés qui satisfont la
propriété d’étre Cohen-Macaulay afin d’introduire une version forte du critére de normalité
de Serre. On renvoie a [Ha 1977] pages 184-186 pour les définitions et la proposition qui
suivent.

Un anneau local A posséde une séquence réguliére d’éléments de son idéal maximal m
x1,...x,, lorsque x; n’est pas un diviseur de A et pour tout i = 2,...,n, x; n’est pas un
diviseur de A/(xq,...,2;1)A.

Définition 3.4.1. Soit r le plus grand entier tel que A posséde une séquence réguliére
de r éléments dans son idéal mazimal. Alors A est Cohen-Macaulay si dim(A) = r.

Définition 3.4.2. Une variété projective X C P(V) est (arithmétiquement) Cohen-
Macaulay si et seulement si l’anneau local Ox , en tout point v € X est Cohen-Macaulay.

On peut maintenant rappeler la version forte du critére de Serre.

Proposition 3.4.2. Soit X C P(V) une variété projective, qui est arithmétiquement
Cohen-Macaulay et telle que X soit singuliére en codimension au moins 2. Alors X est

normale.
2n+1)71

On étudie séparement les variétés P¢ x P! ¢ PC+DUFD-1 k> [/ G(2,2n+1) C P2
et la variété Q! x P™ C P32 m > 1.
2n+1)_1

Lemme 16. Les variétés (P* x PY)* ¢ PEHDUHD=L L > [ et G(2,2n + 1) € P2
sont normales.

Démonstration. On rappelle que ces variétés satisfont aux isomorphismes suivants, (P x
P)* ~ 0,1 (P* x P!) (la variété duale s’identifie a la projectivisation de la variétés des ma-
trices de taille (k+1) x (I41) et de rang au plus [ —1) et G(2,2n+1)* ~ 0,,_1(G(2,2n+1))
(1a encore la variété duale s’identifie & la projectivization des matrices antisymmeétriques
de taille (2n+41) x (2n+1) et de rang au plus 2n — 2). Il est bien connu (voir par exemple
|[Ke 1976]) que ces variétés sont Cohen-Macaulay. Enfin le lieu singulier de (P* x P')* est
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isomorphe 4 o;_; (P* xP!) (matrices de rang au plus [ —2) et le lieu singulier de G(2,2n+1)*
est isomorphe & 0, 5(G(2,2n + 1)) (matrices antisymmétriques de rang au plus 2n — 4)
ce qui implique que ces variétés duales sont bien singuliéres en codimension au moins 2.0

Il reste maintenant a traiter le cas X = Q' x P™ C P32 m > 1.

Lemme 17. Nous avons l'isomorphisme suivant (Q' x P™)* ~ 7(Q! x P™).

Démonstration. La variété X = Q! x P™ correspond a la projectivisation de ’orbite
minimale de G = SLy x SL,,,1 agissant sur la représentation S2C?®C™"!. On note ¢, e;
une base de C? et fo, ... f,, une base de C™"'. Le vecteur ey (resp. fy) étant le vecteur
de plus haut poids pour la représentation standard de SL, (resp. SL,,.1), on a €3 ® fo
est le vecteur de plus haut poids.

En identifiant V = S2C? @ C™*! et son espace dual, la variété duale X* coincide avec
la projectivisation de lorbite G((geZ ® fo)1).

g(e2 @ fo) =< €2 @ fo,e0e1 @ fo,e8 @ fi >, i = 1,...,m. On remarque en particulier
que

TA%@me =< &2 ® fm, €01 @ fr, et @ f; >, i = 0,...,m — 1 vérifie Te§®me -
(g(€2 @ fo))*. On en déduit donc linclusion d’orbite G(T%@me) C W. La
variété des tangentes 7(Q' x P™) se décrit comme la projectivisation de Porbite G(7,X).
On vient donc de montrer, aprés identification V' ~ V* T'inclusion 7(X) C X*. Cal-
culons les dimensions de ces variétés. La variétés des sécantes de X étant non défec-
tive (on peut vérifier que la troisiéme forme fondamentale est non nulle) il s’en suit
que dim(7(Q! x P™)) = 2(m + 1). La variété X est réglée par des espaces linéaires
de type €? x P™"1 on en déduit que dx- > m — 1 ce qui implique dim(X*) < 2m + 2.
L’inclusion que l'on a précédemment démontrée force 1'égalité et montre ’isomorphise
7(Q! x P™) ~ (Q! x P™)*. O

1

Lemme 18. Il existe exactement 4 orbites, aprés projectivisation, incluses dans T(Q' x

P™), m > 1, qui sont

Q' x P™" C P* x P"Uo(Q' x P™)* C 7(Q' x P™).
On a de plus 7(X)sing = P2 x P U a(Q! x P™)* est de codimension m dans 7(X).

Démonstration. Comme nous l'avons rappelé la variété des tangentes se décrit comme
P(GT,X). Ainsi une orbite contenue dans 7(X) provient d'une H-orbite de T, X ou H
est la partie semi-simple de P. Ici H = C* x SL,, et l'espace tangent T, 5;Q" x P™
est I'union disjointe de Teg(@l ® fo et e ® Ty, P™. On distingue alors 4 H-orbites dans
Teg®f0@1 X P™ qui sont < €2 ® fo >, < (Teg(@l) ® fo >, < €3 @ T;,P™ >, et orbite dense
< (Teg(@l) ® fo > U < e @ Ty,P™ >. Cette description de I’action de H sur T, X implique
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qu’il existe au plus 4 orbites incluses dans 7(X). On conclu en observant que les variétés
du lemme sont bien incluses dans 7(X). Il est clair que la variété o(Q! x P™)* est incluse
dans 7(X) car c’est une composante de X, on montre de méme que P2 xP™ C Xing €11
calculant une section hyperplane et en montrant que celle-ci n’est pas un espcace linéaire
de dimension m — 1.0

On peut maintenant en finir avec (Q' x P™)* :

Lemme 19. Pour m > 1, la variété (Q! x P™)* est normale.

Démonstration. La variété X = G/P = Q! x P™ étant minuscule on a que 7T,X est un
P-module irréductible. On peut alors appliquer les résultats de Kempf [Ke 1976] et en
déduire que P(G(T,X)) = 7(X) est Cohen-Macaulay. De plus la stratification de 7(X)
implique que le lieu singulier de 7(X) est de codimension m > 2 dans 7(X). La variété

7(X) ~ X* est une bien variété normale.O

On peut donc conclure cette section avec une généralisation de la classification donnée
par le théoréme 3.2.5.

Théoréme 3.4.1. Soit X = G/P C P(V)) une variété rationelle homogéne pour un
groupe de Lie semi-simple G. La variété duale X* est normale si et seulement si X est
l'une des variétés suivantes,

X est une variété du théoreme 3.2.5.

X =Pk x P! ¢ PrAD)xUHD=1 1 > ],

X =G(2,2n + 1) C PCrtln-L,

X =S; C P,

X =Q!'x P Cc P32 m > 1.



Annexe A

Calcul sur le discriminant de F)

On reproduit dans cette annexe le calcul que nous avons mené a 'aide de Maple pour
prouver le lemme 2. Rappelons le but de ce calcul : on souhaite décrire certains monomes
de Ap,, le discriminant de Xp,, en fonction des générateurs de 1’algébre des polynomes
invariants sous l'action du groupe de Weyl.

Tout d’abord on entre le systéme de racines en commencant par les racines positives
courtes,

>u:i=1

> for i from 1 to 4 do alu| := z[i|;u :==u+1 od :

for ¢ from 0 to 1 do for j from 0 to 1 do for k£ from 0 to 1 do afu] := (1/2) * (z[1] +
(=1)%) * z[2] + ((=1)7) * 2[3] + ((—1)*) x z[4]);u :=u+ 1 od od od :

On entre maintenant les racines longues,

> for i from 1 to 3 do for j from i + 1 to 4 do alu] := x[i] + z[j]; a[u + 12] := z[i] —
x[j] od od :

Puis on calcule les racines négatives,
> for i from 1 by 1 to 24 do a[i + 24] := —ali] od :

On introduit les 4 polynomes invariants,

N2 K = 1.48) -
[N6') K =1.48) :
KNS K = 1..48) -
EM2) K = 1.48) -

7
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Le discriminant s’obtient comme produit des racines longues,
P := product(a[z], x = 13..24) * product(aly],y = 37..48) :

Maintenant on peut effectuer a proprement dit les cacluls. Pour cela & chaque étape
on choisit une famille de polynémes parmi R, S,T,U. On construit une base de Grobner
ordonnée pour l'ordre lexicographique, puis on réduit P par l'idéal engendré par cette
base.

Pour commencer on vérifie bien que P € C[R, S, T, U]

> with(Grobner) :

>G:=[R,ST,U]|:

> GB := gbasis(G, tdeg(z1, v, x3,24))
> normal f(P, GB,tdeg(x1, x2, x3,x4));

L’ordinateur retourne alors la réponse,
0
Maintenant montrons que P modulo I'idéal engendré par R, S,T est non nul,
> GU :=[R,S,T,]:
> GBU := gbasis(GU, tdeg(xy, x2, 3, 24)) :
> normal f(P, GBU, tdeg(x1, xo, T3, T4));
On obtient,
7958720(x32% + a3a3 + 3 + a3 + 3)x30 + 5734423

On fait le méme calcul pour montrer que P modulo 'ideal engendré par R, S,U est
non nul,

> GT :=[R,S,U] :
> GBT := gbasis(GT, tdeg(x1, X2, T3,4)) :
> normal f(P, GBT, tdeg(x1, T2, T3, T4));

I’ordinateur donne alors,

541120(25 + 2523 + 28 + vide? + 2527) 210 + 52544023024 + 1066560 (2323 + x5 + 2323 +
r3x3) 22 — 1593623

Ce calcul montre bien que P = mT" +nU’ + ..., avec m # 0 et n # 0, or on sait que
deg(T) =8, deg(U) = 12 et deg(P) = 24. Il s’en suit i = 3 et j = 2.



Annexe B

Calcul des directions dégénérées de Q%O

B.1 Notations

On adopte la notation suivante : [ajas...a;] correspond a la racine aja; + ...axay, ol
les cv; sont les racines simples de I’algebre de Lie considérée. Soit vy € T,,,X un vecteur
tangent de poids A, on représente les poids des vecteurs tangent comme suit,

a = [ay...ay]

|
|

A‘+(L

/ A

Chaque fléche correspond & la diminution par 1 d’un des coefficients «;. Ainsi ’action
de hg se déduit de cette disposition en chaine, de la fagon suivante [hg, v)] = vr4q,. Ainsi
on retrouve les directions dégénérées de Qﬁf_j en identifiant les poids qui sont envoyés, par
[ho, ], sur le méme poids. Par abus de notation [0, ..., 0] représente le “poids” du vecteur
[U_A,UAL
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B.2 F;
La chaine des poids de f; correspondants aux vecteurs de Tvd F,/ P est,
wy = [2342)]

o

[1342]

[1242]
o

[1232]
—oy 3

[1231] [1222]
—Q3 l_QQ

o

[1221] [1122]
—az <

[1121] [1220]

[1120] [1111]

—as
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B.3 Es
B.3 Ejs
La chaine des poids de eg correspondants aux vecteurs de Tv& Es/ Py est,
wy = [122321]
—ar
[112321]
[112221]
N
[112211] [111221]
RN NG
[112210] [111211]
oy NG
[111210] [111111]
I C
[111110] (011111]
—as \_al_%\%
[111100] (010111]
[010110]
e —Q3
[010100]
—ay
[010000]

(000000]

—as

(011211]
—as
(011210]
—ay

[011110]
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B4 Fy

Voici la chaine des poids de g correspondants a des vecteurs de Tv& E;/ P

wy = [2234321]
o
[1234321]
oy
[1224321]
e
[1223321]
—a 95
[1123321] [1223221]
—Qs Z o —Qg
[1123221] [1223211]
o —Q6 — o —Qar
[1122221] [1123211] [1223210]
—Qe6 —Q7
—a3 —Qy —a
[1112221] [1122211] [1123210]
_ o
<5 —a3 —ay
[1122111] [1112211] [1122210]
ol
—Q3 Zos —Qar7 Z o —Qg
[1112111] [1112210] [1122110]
o
—Q4 — Q5 Z o —Qe6
[1111111] [1112110] [1122100]
—Q7 — Qe
—ag —ouy —as3
[1011111] [1111110] [1112100]




B.4 E;
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[1011111] [1111110] [1112100]
[1011110] [1111100]
cos l%
[1011100] [1111000]
e —Q2
[1011000]
[1010000]
—as
[1000000]
-

[0000000]
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B.5 Eg

Voici la chaine des poids de g correspondants a des vecteurs de Tv& Es/ P

ws = [23465432]

—as
[23465431]
—ar
[23465421]
—a
[23465321]
—as
[23464321]
—a
[23454321]
N
[22454321] [23354321]
—a a1
22354321] [13354321]
—0y ! —Q2
22344321 [12354321]
—as —au
[22343321] [12344321]
L T NG
[22343221] [12343321] [12244321]
o ™ —ag o3 —as
[22343211] [12343221] [12243321]
o oy o
[12343211] [12243221] [12233321]
ey e —az
[12243211] [12233221] [11233321]
—a —as —as
[12233211] [12232221] [1123321]




B.5 Eg

[12233211] [12232221] [1123
l x —QQ
—Q —a7
[11233211] [12232211] [1123
[12232111] [11232211] (1122
l _QQ% T —Qr
[11232111] [11222211] (1112
-
[11222111] (1112
—a5 —as3
[11221111] (1112
—as3 s
[11121111] (0112
[11111111] (0112
—ag ™
[10111111] (0111
(01011111] (0011
(0001
(0000
(0000
(0000
(0000

3221]
—as

2221]
i

2221]
—a

2221]

—o
—ar

2211] 01122221]

|-or

(01122211]

g
2111]

—a1
—ag

2111]
—as
1111]
—au
1111]
—az
1111]
—a3
1111]
—a
1111]
—as
0111
—as
0011]
—ar

0001]

—asg

(0000

0000]
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Annexe C

Sur la géométrie des variétés des
théorémes 3.2.5 et 3.4.1

On résume sous forme de tableaux un certain nombre de données bien connues, ou
mises en évidence dans cette thése, concernant les variétés en jeu dans nos théorémes de
classification 3.2.5 et 3.4.1.

C.1 Les variétés auto-duales

La quadrique lisse de dimension n et la variété spinorielle de dimension 12 sont toutes
deux auto-duales ainsi que la Grassmanienne des plans dans un espace vectoriel de dimen-
sion 5 et le produit de Segré d’une droite projective et d’un espace projectif de dimension
m. Le groupe noté Spin,g correspond au revétement double de SOy.

Généralités
G poids X dim(X) | deg(X)
SOQn+1 w1 anfl C P 2n—1 2
SOy, w1 Q2n72 c prt 2n — 2 2
Spinlo Ws 85 C ]PlS 10 12
SLs Wo G(2,5) C P? 6 5
SLy X SLyii |wi xwy |[PExPrCcP | ntl n+1

Le lieu de base de la seconde forme fondamentale

Le lieu de base de la seconde forme fondamentale au point x € X paramétrise la
famille des droites ayant un contact d’ordre 2 en ce point. L’idéal d’une variété homogéne
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G/P C P(V) est engendré en degré 2. Ainsi le lieu de base de la seconde forme fonda-
mentale pour une variété homogéne /P paramétrise les droites passant par un point
x € G/P et contenues dans G/P.

X Base|lIx .|
Q2n71 C ]P>2n Q2n73 C ]P)2n72
Q2n72 C ]P)2n71 Q2n74 cC ]P)2n73

S5 C P15 G(Q, 5)
C2,5) CP® | P xP?
P! x P» PO Pt

Application rationnelle

Les variétés des sections 77, 77, ?? sont toutes des variétés minuscules. On peut décrire
explicitement 1’application qui en fait des variétés rationnelles & partir du lieu de base de
la seconde forme fondamentale. Cette application provient d’un algorithme présenté par
|L-M 2002] qui permet de reconstruire toutes les variétés minuscules.

On suppose que X est une variété minuscule minimalement plongée (X n’est pas un
produit de Segré ni un replongement de Veronese). Soit d le plus petit entier tel que
oq_1(Base|lIx.|) # P" ! et o4(Base|llx,|) = P"! = P(T). On considére le plongement
P~ C P" donné par {xo = 0}. L’application rationelle est la suivante :

¢ . Pn __s PN C P(sd@n—f—l*)
[0, ..., Ts] +— [a:g, ajgle(T*), ajgleg(Base\IIXmD, .Tgislg(Ba,SQ‘]I)(’mD,
ey [d<0'd,1<Ba8€’I[X,x|)]

Avec comme notations : B(7*) correspond & la donnée d’une base de T™ et I(Z)
correspond a la donnée d’un ensemble de générateur de I'idéal en degré k de Z. Le résultat
de cette application étant bien entendu ¢(P") = X.

Correspondance de Tits

La correspondance de Tits (voir [L-M 2003]) décrit des familles de variétés qui re-
couvrent X lorsque ces familles sont paramétrisées par des variétés homogénes. Soit B C G
un sous-groupe de Borel et soient P et () deux sous-groupes paraboliques (i.e. B C P et
B C Q). La correspondance de Tits permet de parametriser des sous-variétés homogeénes
de G/P par G/Q de la fagon suivante :
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G/B
G/p G/Q

Les sous-variétés de G/P sont Y = p;(p;* () pour x € G/Q. On décrit ici les familles
d’espaces projectifs et de quadriques de dimension maximales obtenues par la correspon-
dance de Tits :

X P* C X | paramétre | Q' C X | paramétre
Q™ 1lTcP™ |k=n-1 S, [=2n—1 G/G
QM 2cP ! k=n-1 S, [ =2n—2 G/G
S5 C P15 k=4 Sy [=6 Q8

C.2 Les variétés de Scorza & les “fausses” variétés de
Scorza

Les références les plus complétes sur la géométrie des variétés de Scorza sont [Zak 1993,
Ch 2003|. On appelle “fausses” variétés de Scorza les plongements de Segré de deux espaces
projectifs de dimensions différentes et les Grassmaniennes de plan dans un espace vectoriel
complexe de dimension impaire.

Généralités

On suppose n # m :

G poids X dim(X) [ deg(X)
SLn—i—l 2wy Ug(]Pm) C P(n;z)_l n on
SLpy1 X SLpq1 | wi X wy P x Pr C Pr+D)*-1 om (22)
SLan @ G(2,2n) CPCDT | 2(2n—2) | el
Eg w1 & C P® 16 73
SLpy1 X SLypi1 | wy X wy | PP x P™ C PrRADF) -1 m+n o)
SLona wy | G(2,2n+1) PGB [ 2020 —1) | SN
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Le lieu de base de la seconde forme fondamentale

X Base|Ilx 4|
vy (Pr) C P51 0
P x P* C P(n+1)271 Pr—1pr-1 c p2n-1
G(2,2n) Cc PCE-T P! x P23
Es Ss C P¥
P" x P C ]P)(n-i—l)(m-l—l)—l ]Pm—l L Pm—l C IP)n—i—m—l
G(2,2n+1) c PGTH-! P! x P2
Correspondance de Tits
On suppose n > m :
X P* c X | paramétre | Q' C X paramétre
ve(P)  P(2 )1 k= vy (P | = G(2,n+1)
P" x P* c P+ k=n P | = G2,n+1)xG(2,n+1)
G(2,2n) c PCE-1 k=2n—-2| P! | = G(4,2n)
& C P® k= Eo/ P, = &
P x P c PODm+D-1 k=n Pm | = G2,n+1)x G(2,m+1)
G2,2n+1)cP 1 [ k=21 P2 I=4 G(4,2n+1)

La variété duale X*

Stratification de X*

Un résultat de F. Zak identifie les k-variétés de Scorza aux variétés projectives des
matrices de rang 1 dans les algébres de Jordan simples de rang k + 1. Le discriminant A x
correspond alors au déterminant de ces algébres. Les variétés duales des “fausses” variétés
de Scorza étant défectives leur codegré est égal a zéro.

X codeg(X) X* Xiing
va(P7)  P(2 )1 n+1 o (vs(P™)) Op_1(va(P™))
P x P C P+t n+ 1 on(P" x P") On1 (P x P7))
G(2,2n) c PC3)-1 n on-1(G(2,2n)) on—2(G(2,2n))
& C P% 3 02(Eg) Es
P x P C prmtntm 0 T (P™ X P™) Tt (P™ X P™)
G(2,2n+1) c P31 0 On1(G(2,2n+ 1)) | 002(G(2,2n+ 1))

sing

et sections hyperplanes

L’interprétation des variétés de Scorza comme variétés des éléments de rang 1 dans le
projectivisé d’une algébre de Jordan conduit & la stratification par rang (ou de maniére
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équivalente par sécantes successives). Cette stratification reste la méme pour les “fausses”
variétés de Scorza.

X Stratification de X%

sing

vy(P) € P(a -1 Tn1(12(P") D opo(V3(P™)) D - -+ D o (va(P™)) D wy(P")

P x P C P+t On 1 (P X P") D o, o(P" X P?) D+ D ap(P? x P*) D P x P

G(2,2n) c PC3)-1 0n_2(G(2,2n)) D 0,_3(G(2,2n)) D -+ D 02(G(2,2n)) D G(2,2n)

& C P26 Es

Pr x P C prmtnTm Om1(P" X P™) D - D 03(P" X P™) D P" x P™

G2.2n+1)cPE1 ] o 5(G(2,2n+1)) DD oa(G(2,2n+ 1)) D G(2,2n+ 1)

Dans le tableau qui suit nous décrivons le lieu de tangence d’'un hyperplan singulier
en fonction de la strate a laquelle I’hyperplan appartient :

X (X N H)sing, H € (X goneral | (X NV H)ging, H € 0,,_(X)
vy(P") € PUTO- v(P') ~ Q! v (P
P" x P ¢ Pl P! x P! ~ Q? P! x P!
G(2,2n) C PCE-1 G(2,4) ~ Q* G(2,2i)
Eg C P2 Q® *
P x P C PR P! x Pr-mtl PP x Pt
G(2,2n+1) c P! G(2,5) G(2,2 + 1)

C.3 Les variétés sous-adjointes (ou séries des variétés
Legendriennes spéciales) & produit d’une conique
et d’un espace projectif de dimension m > 1

Les variétés sous-adjointes apparaissent dans les travaux de [L-M 2001, Om 2000,
Mu 1996|. Nous ajoutons a cette série la variété Q' x P™ C P*" 2 qui apparait au théo-
réme 3.4.1.. Nous associons ces deux types de variétés a cause de l'identification de leurs
variétés duales avec leurs variétés des tangentes.
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Généralités
G poids X dim(X) | deg(X)
SLyx SO, | wy xw; |PxQ72cCPi" | 2n—-1[22n-1)
SLy x SOgpyq | wi xwy | Pt x Q%1 c pint! 2n An
Sp6 w3 GW(B, 6) C Pt 6 16
SLG w3 G(B, 6) C ]P)lg 9 42
SO1 We Se C P3! 15 286
E7 w7 57 C ]P55 27 4370

[ SLyx SL, [2wixw | Q"xP"CP™2 [ m+1 [2(m+1) ]

Lieu de base de la seconde forme fondamentale

X Base|lIx .|
]P)l X QQn—Q C IP)4n—1 ]P)O L] QQn—4 C ]P)Qn—Q
]Pl % QQn—l C ]P)4n+1 ]P)O L] QQn—?, C ]P)Qn—l

G.(3,6) C P vy (P?) C PP
G(3,6) c PY P? x P2 C P®
Se C P! G(2,6) c PH
&, C P> & C p26
[ Q' xP" P2 [ 2{pjuP™ ! |

Correspondance de Tits

Comme précedemment on donne les espaces projectifs et les quadriques de dimensions
maximales qui font de X une variété uniréglée.

X P* parameétre Q! parameétre
Prx QP 2CP" ! | hen—1 S, I—2n—2 P
P x QP T CP" 1 [k=n—1]8,=B,/B | [=2n—1 P
G.(3,6) C P k=0 G, (3,6) | = X, variété adjointe
G(3,6) c P k=3 [y 5(C%) [ = X7, variété adjointe
Sg C P3! k=5 Se k=6 Xs0, variété adjointe
E, C P k=6 E;/P, =10 X, variété adjointe
| Q! x P™ | k=m | Q! | =1 | P |

La variété duale X*

Pour la série des variétés Legendriennes spéciale, il existe comme pour les variétés
de Scorza une description uniforme du discriminant Ay. Dans les travaux de [L-M 2001,
Mu 1996| ce discriminant est présenté comme une généralisation du discriminant classique
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pour les polynémes complexes de degré trois. Cette généralisation est obtenue en rempla-
cant le corps des complexes par une algebre de Jordan de rang 3 sur C. Par exemple la
variété Sg C P3! correspond a la “courbe cubique” v3(J) C P(S33) ou J est 'algeébre des
matrices antisymétriques de taille 6. Cette analogie avec le discrimiant de v3(P') C P?
vient de I'observation suivante : v3(P') C P?3 est la variété sous-adjointe de X, C P(gs).

X codeg(X) X+
P! x Q" C P2n+2)-1 4 (P! x Q")
G.(3,6) C P 1 7(G.,(3,6))
G(3,6) c PP 4 7(G(3,6))
SG C Pgl 4 7'(86)
& C [P5° 4 T(SG)
| Q! x P C P2 0 [7(Q'xPm)|

Stratification de X}

sing

et sections hyperplanes

Nous avons déja rappelé la description uniforme des orbites données dans [L-M 2001].
Nous I’écrivons & nouveau ici :

X Cop(X) Cr(X) CP(V).

La variété o, (X) correspond au lieu singulier de 7(X). C’est aussi le lieu des droites
sécantes isotropiques. Notons que o (X) est irréductible, sauf pour X = P! x Q" ou on
dénombre deux composantes pour n > 1 et trois pour n = 1.

Donnons a présent une description du lieu de tangence d’un hyperplan singulier en
fonction de la strate a laquelle appartient ’hyperplan :

! o 2T (X0 Huing, € 72 (X) | (X0 Hingy H € X
P cP o Q™ PTv Q-
e @ Cone (v, (P?), 1)
G(3,6) ¢ P Q’ Cone(P! x P!, H)
Sg C P?! Q° Cone(G(2,6), H)
57 C P55 QQ C(A)ne((C/’G’ H)

Quant & la variété Q' x P™ nous proposons dans la thése la stratification suivante :

Q' xP" c P2 x P"Uo(Q! x P™)* C 7(Q' x P™) C PP+,
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C.4 La variété adjointe de type G,

Généralités
G | poids X dim(X) | deg(X) | Base|llx |
Gy w1 XG2 C P(gg) 5 18 Ug(Pl) cP?

Le lieu de base de la seconde forme fondamentale

X Base|lIx .|
Xg, CPB | u3(P) C P

Application rationnelle

Comme pour les variétés des sections précédentes on peut reconstruire la variété ad-
jointe X¢, & partir de la connaissance du lieu de base de la seconde forme fondamentale.
On trouve en effet dans les travaux de [L-M 2002] un algorithme permettant de construire
les variétés adjointes fondamentales. Cet algorithme repose sur 1’écriture explicite des ap-
plications rationelles conduisant aux variétés adjointes. Dans le cas de X,, le lieu de base
de la seconde forme fondamentale est v3(P') C P® = P(T}). En plongeant P? dans P® par
{zo = 0} et {z,, = 0} et en écrivant B(7}) pour une base de 77, nous avons :

o : P5 -——> P13
(20, ..., x5) +—— [xg, 23B(T}), 3z, :L’OIQ(vg(IP’l)) 222, B(TY) — 2ol3(7(v3(P"))sing,
agay — Iy(7(vs(P')))]

Avec ¢(P°) = Xg,.

Correspondance de Tits

Dans le cas de X, C P(g2) la correspondance de Tits ne donne pas de variétés ho-
mogeénes qui paramétrisent la famille des espaces projectifs ou des quadriques contenues
dans Xg,. Cependant on peut recouvrir X, par des courbes :

X Y; C Xq, | parameétre
Xa, CP(gy) | ws(Ph) Q

La variété duale X*

Le discriminant de la variété adjointe X, correspond au produit des racines longues
de l'algébre de Lie g,.

X codeg(X) X (X N H)ging

sing

Xa, C P(go) 6 0(Xg,) = 0(Xey)® Q!
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Stratification de X*

sing

La stratification du lieu singulier de X¢, est déduite de celle donnée pour o(X¢) dans
|KYY 2000]. Les notations pour les orbites intermédiaires sont celles de Bala-Carter.

X Stratification de X*

sing

Xa, CP(g2) | 0(Xe,) DP(O(a1))” DP(O4,)" O X,

Ces orbites intermédiaires ont I'interprétation géométrique suivante (voir [L-M 2001]) :

-P(O(a1)) = 001)(Xe) = 0(Xe) N Qiiping 01 Qiiing est hypersurface quadratique
défine par la forme de Killing.

-P(Oy,) = 0(3)(Xa,) est la fermeture de 'orbite des points sur une famille unidimen-

sionelle de droites tangentes a la distribution 7(v3(P')) C T, Xe,-
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